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Vorwort zur ersten Auflage. 

In einer zwanzigjährigen Lehrerpraxis' hat sich bei mir 
eine reichhaltige Sammlung grösstentheils neuer Aufgaben und 
Beispiele aus der höheren Analysis gebildet, deren Veroflfent- 
lichung ich hiermit aus zwei Gründen unternehme; einerseits, 
weil eine beträchtliche Menge von neuem didaktischen Material 
immerhin willkommen sein wird, andererseits, weil selbst die 
bekanntesten Werke dieser Richtung sehr empfindliche Lücken 
zeigen. In der Sohncke'schen Aufgabensammlung z. 6. fehlen 
Untersuchungen über die Convergenz und Divergenz unend- 
licher Reihen ganz und gar, von Reihenentwickelungen findet 
man nur die gewöhnlichen, in jedem Lehrbuche stehenden 
Beispiele, jedoch ohne Angabe der Giltigkeitsgrenzen, die 
Doppelintegrale sind durch ein einziges Beispiel, dreifache 
Integrale gar nicht vertreten, die Integration der Diflferential- 
gleichungen ist mit völligem Stillschweigen übergangen — 
kurz, es fehlen gerade diejenigen Partieen, ohne welche man in 
der Mechanik, mathematischen Physik u. s. w. auch nicht einen 
Schritt thun kann. Diesen Mängeln dürfte das vorliegende 
Werkchen abhelfen, jedoch sind dabei die übrigen Theile der 
Analysis keineswegs stiefmütterlich behandelt worden. 

Bei den Aufgaben über die Diflferentiation entwickelter 
Functionen einer Variabelen (§§ 2 — 6) erschien es mir zweck- 
mässig, häufig die verschiedenen, zum Ziele führenden Wege 
anzudeuten und dadurch dem Studirenden die Mittel zur Con- 
trole seiner Rechnung an die Hand zu geben, auch habe ich 
kleine Rechnungsvortheile bei jeder sich darbietenden Gelegen- 
heit erwähnt. In § 5 findet sich eine Reihe von Fragen, welche 
den Studirenden zur üebung in der Transformation cyclo- 
metrischer Functionen veranlassen sollen. Die Aufgaben sind 
übrigens soweit als möglich stufenweis, von leichten zu schwe- 
reren fortschreitend, geordnet; bei der ersten Aufgabe jeder 
Art ist die Lösung etwas ausführlicher gezeigt, bei den übrigen 
Aufgaben sind nur, wo es nöthig schien, Andeutungen zur 
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Lösung gegeben. Hier und da wird man auch neue wissen- 
schaftliche Kleinigkeiten finden, wie z. B. in den Abschnitten 
über isokline Normalen und reciproke Maxima und Minima. 

Dem vorliegenden ersten Theile hoflfe ich einen zweiten, 
Aufgaben aus der Integralrechnung enthaltenden Theil rasch 
folgen zu lassen. 

Dresden, am 1. Juli 1868. « , ,.. ., , 



Vorwort zur zweiten Auflage. 

In Folge der durchaus beifälligen Aufnahme, welche dem 
vorliegenden Werke bei seinem ersten Erscheinen zu Theil ge- 
worden ist, habe ich von wesentlichen Aenderungen abgesehen, 
wohl aber mancherlei Verbesserungen angebracht und eine Reihe 
neuer Aufgaben hinzugefügt; die letzteren wird man theils in 
der Einleitung, theils in den Capiteln IV, VIII und X finden. 

Dresden, am 1. August 1873. 

Schlömilch. 



Vorwort zur dritten Auflage. 

Auch die vorliegende Auflage unterscheidet sich von ihrer 
Vorgängerin durch eine Zahl neuer Beispiele und Aufgaben. 
Unter diesen darf ich wohl den Abschnitt über die „Grenz- 
werthe der Functionen zweier Variabelen" (Seite 14) besonders 
hervorheben, weil dieses Capitel, trotz seiner Eigenthümlich- 
keiten, bisher noch sehr wenig Beachtung gefunden hat. 

Dresden, am 15. Juli 1878. 

Schlömilch. 

Vorwort zur vierten Auflage. 

Da kein Grund zu einer wesentlichen Umgestaltung des 
Werkes vorlag, so habe ich mich auch bei dieser neuen Aus- 
gabe darauf beschränkt, eine Reihe neuer Beispiele und Auf- 
gaben hinzuzufügen. 

Dresden, im October 1887. 

Schlömilch. 
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Einleitung. 



Grenzwerlhe von Functionen einer Yariabelen. 

I. Um den Grenzwerth zu ermitteln, welchem sich eine 
Function f{x) in dem Falle nähert, wo an die Stelle von x eine 
über jede bestimmte Grösse hinaus wachsende Zahl ca gesetzt wird, 
reicht in vielen Fällen eine blosse Transformation von ({pc) hin. 
Die folgenden Aufgaben werden dies zeigen. 



Aufgabe 1. Es soll Lim Q/g) + a — l/w) für ein ^constantes 
a bestimmt werden. 

Wollte man ohne Weiteres w = oo setzen, so würde man 
den nichtssagenden Ausdruck oo — oo erhalten; betrachtet man 
aber die gegebene Function als einen Bruch mit dem Nenner 1 
und multiplicirt Zähler und Nenner mit l/w + a +yo}^ so führt 
die nunmehrige Gleichung 



y 00 + a — y w = 



y G> + a + y 0» 
zu dem Resultate 

Lim (j/co + cc - j/w) = 0. 



Aufgabe 2. Man sucht Lim [j/w (w + a) — w]. 
Durch ein dem vorigen ganz ähnliches Verfahren ergiebt sich 
zunächst 

OL 



j/co (oo + a) •— CO 




und hieraus 



Lim [V^o) (oo + a) — co] =» \a. 

Bemerkung. In älteren Werken findet man häufig die 

Behauptung, dass eine endliche Grösse gegen eine unendlich 

Soblömilcb, Uebangsbnch I. 4. Aufl. 1 
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wachsende Zahl verschwinde und dass mithin w + a durch w zu 
ersetzen sei Die Unrichtigkeit dieser Schlussweise zeigt sich an 
den obigen zwei Aufgaben, denn nach jener Weglassungsregel er- 
hält man zwar bei Nr. 1 das richtige Eesultat l/w — y'co «= 0, bei 
Nr. 2 aber das falsche Resultat w — co = 0. 

Ebenso ungerechtfertigt ist die nicht selten von ungenauen 

Schriftstellern benutzte Gleichung — = 0. Der Quotient — wird 

nämlich unter keinen Umständen gleich der NuD, vielmehr bildet 

letztere nur den idealen Grenzwerth, welchem sich — asympto- 
tisch nähert. 

Aufgabe 3. Nach demselben Verfahren ist die Gleichung- 



Lim [y{co + a) {a> + ß)^co]^\(a+ß) 
zu beweisen. 

Aufgabe 4. Es soll 

€0 

bestimmt werden, worin e die Grundzahl der natürlichen Loga- 
rithmen bezeichnet. 

Unter Berücksichtigung der Identität 

a + jSe'" = e^(ae-'"-|-/3) 



erhält man 



Lin. 'i^±^ = Lin.ll + ^S^fZl+H] = i. 



iec 
Lim \l(cc + ße^)>l (l + -\U 



Aufgabe 5. Man sucht den Grenzwerth 



Derselbe ist identisch mit 

x.{^fe±M.,[(.+l)-])_,. 

ir. Eine zu (7renzbestimmungen häufig anwendbare Methode 
besteht darin, dass man die veränderliche Grösse F, deren Grenz- 
werth gesucht wird, zwischen zwei Variabein U und W einschliesst, 
von denen die eine kleiner, die andere grösser als F ist, dass 
man also eine Ungleichung von der Form 
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U<V<W 
aufstellt. Bezeichnet e einen nicht näher bestimmten positiven 
echten Bruch, so kann die vorstehende Ungleichung auch durch 
die Gleichung 

ersetzt werden. Falls nun U und W sich einer gemeinschaftlichen 

Grenze K nähern, convergirt W — U gegen den Werth K—E^O 

und dann ergiebt sich 

lAmV^E. 

Der Anwendung dieses Verfahrens schicken wir einen vielfach 
brauchbaren Hilfssatz voraus. In der identischen Gleichung 

— a 
sei m selbstverständlich eine ganz positive Zahl und 0<a<&; 
die rechte Seite erhält dann einen zu kleinen Werth, wenn man 
jedes b durch das kleinere a ersetzt, sie wird dagegen zu gross, 
wenn filr jedes a das grössere h geschrieben wird; es ist daher 

J)in — ^m 

^ 5 — a 

Bezeichnen femer p und q ganze positive Zahlen und x eine 
positive die Einheit übersteigende Grösse, so hat man nach dem 
Vorigen 

X — 1 
und tun so mehr 

X — 1 X — 1 X — 1 

x^ — 1 

X — 1 

wobei selbstverständlich p> q sein muss. Die Addition dieser 
Ungleichungen liefert 

^ "~ «) ;: — T < «^ -z — T" ^^®^ T < :::i — 7' 

X — 1 X — 1 q Qfl — 1 

f&r X ^\ — \q wird hieraus 

p p 



p £-1 &? — a? 
q h — a 



1* 
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Bezeichnet dagegen y einen positiven echten Bruch, so hat man 
analog 

mithin durch Addition und filr j^ = VTp 

p p 

-b^ >- , h>a, p>q. 

q b — a 

P 
Die beiden gefundenen Ungleichungen lassen sich für — «= x 

folgendermassen zusammenziehen 

h — a ' 

Für >'' = y a ^ A\ 5 = B^ wird hieraus 

oder, wenn man die reciproken Werthe nimmt und der Gleich- 
förmigkeit wegen Ä und B durch a und h ersetzt, 

y) Xa?-'^> \~^ >ll>^-\ h>a, 0<;L<1. 

Die Ungleichungen a), j3) y) liefern zusammen den Satz, dass bei 
positiven fi der Quotient 



h — a 
immer zwischen fia^''~^ und (ih^^"^ enthalten ist. 
Aufgabe 6. Man sucht den Grenzwerth von 



y{(D + «)(« + ß) (« + y) - CO. 
Setzt man in der vorigen Ungleichung ^ = j' 

a « cö^, & = (co + a) (ö) + ß) (w + y) 
und zur Abkürzung 

- - (l + -) (l + -) (^ + ^) ^ ^^ ^^^^^ 5 - al? 

so erhält man 

1_ ■ •^(o + a)(a) + <3)(o + y)-a) 1 

30)2 f^ (« + i? + y) 0)^+ (a|3 + |3y + ya) w + a/3y "^ 3a)^ 
oder 
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<f{<o + a) (a, + JS) (» + y) - » < 

I 00 a> I 

Wegen Lim i? = 1 folgt nun 

Lim {f(a) + a)(a> + ^)(G, + y) _ « } = |(a + ^ + y). 

Aufgabe 7. Unter der Voraussetzung, dass a, ß, y, . . . f* 
endliche Grössen sind und n deren Anzahl bedeutet, ist nach der 
vorigen Methode die allgemeine Gleichung abzuleiten 

Lim {Ka) + a)(a> + ^)...(G) + fi) - «} « "^ + ^ "'^- ' ' "^ ^ » 

ni. Ein drittes Verfahren zur Ermittelung von Grenzwerthen 
besteht darin, dass man eine neue Variabele einfährt und damit 
die gegebene Function auf eine andere Form bringt, deren Grenz- 
werth bekannt ist, 

Aufgabe 8. Für ein constantes a soll 

Lim\(l + -)\ 
ermittelt werden. l ^ w/ J 

Setzt man — = t, wo t eine gleichzeitig mit o unendlich 
<x 

wachsende Zahl bedeutet, so hat man identisch 
mithin, weil (iH J gegen die Grenze e convergirt, 

Aufgabe 9. Man verlangt den Werth von 

Lim loo sin —y 

cc 
Für — ='0", wo nun ^ gegen die Null convergirt, ist 

CO 

. et sind" 

(0 sin — = cc — — 

mithin 



lAm 



l CO sin — j = a. 
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Aufgabe 10. Auf ähnliche Art sind die Formeln 

Lim I wf 1 — Cö5 — j I «- 0, Lim | w* ( 1 — cos — ] | *= f «* 

zu beweisen. 

Aufgabe 11. Man verlangt den Werth von 



Lim 



{{''"^) 



a. 1 

Wird sin^ — = — gesetzt, so eiigiebt sich 

-{(»»:)"l--|[(-7)l'^-"-^""l-"- 

Aufgabe 12. Auf ähnliche Art ist die Formel 

Lim I [cos — j [='e~2'''' 
zu beweisen. 

Aufgabe 18. Man sucht den Werth von 



Lim\(l + %tan—\ y 



a 1 

Wird tan — = — gesetzt, so ergiebt sich 

Xi«» {(l + .*a«^)'"}-X^n.{ [(l + ^)7'"'^'"')= e««. 

Aufgabe 14. Mittelst der Formeln in Nr. 11 und 13 soll 
die Gleichung , . 

lÄm { \cos — h » 5m — I [ = c*^ 

bewiesen werden. 

rV. Grenzwert he von Summen. Wenn eine Function 
/(i») oder kurz X sich der Grenze A nähert, wenn demnach die 
Differenz X — A gegen die Null convergirt, so kann man X»A-\-ö 
setzen, wo d zwar nicht näher bekannt ist, jedenfalls aber beim 
Grenzenübergange verschwinden muss. Auf mehrere Functionen 
Xj, X^y . . . X« angewendet, fuhrt diese Bemerkung zu der Gleichung 

Xi + X2 + X3+...+X„ 
^A^ + A^+A^+... + An 



BeBtimmung von Grenzwerthen. 7 

Falls nun n eine endliche Zahl ist und es auch beim Grenzen- 
übergange bleibt, erhellt leicht, dass die Summe 6^ + dg + . . . + d« 
sich der Null nähert; man hat dann 

d. h. der Grenzwerth einer Summe ist gleich der Summe der 
Grenzwerthe der einzelnen Summanden. Wenn dagegen n ent- 
weder von Hause aus unendlich ist oder es durch den Grenzen- 
übergang wird, so kann es geschehen, dass in der Summe 
6i+ Ö2 + ->> + an die Abnahme der einzelnen Glieder durch den 
fortwährenden Zuwachs von Gliedern ausgeglichen wird, dass also 
die genannte Summe nicht gegen die Null convergirt; dann ist es 
aber auch falsch, den Grenzwerth einer Summe durch Summirung 
der Grenzwerthe der einzelnen Summanden bestimmen zu wollen. 
Die folgenden Aufgaben gehören sämmtlich dem zweiten Falle an. 

Aufgabe 15. Man sucht den Grenzwerth von 

für ein unendlich wachsendes n. 

Jeder einzelne Summand convergirt gegen die Null, die Summe 
aber nicht*; man hat nämlich 

im/S«=Xim{l(l+^)}«f 
Aufgabe 16. Für w «= co soll der Grenzwerth von 

bestnnmt werden. 

Auf ähnliche Weise wie vorhin findet man 

Aufgabe 17. Den Grenzwerth von 

1" -f 2" + 3" + > » » + n^' 

für ein beliebiges (i und n » oo zu bestimmen. 

Da es keine, für jedes [i giltige Summenformel für 1" + ... + «** 
giebt, so hilft man sich damit, dass man die Summe zwischen zwei 
einschliessende Zahlen bringt. Aus der Ungleichung III, ß ergiebt 
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sich nämlich^ wenn das eine Mal a '^ m^ &»in + l, das andere 
Mal a — m — l, t — m genommen wird, 

xm''-! < (m + 1)'' - w*, w* - (w - l)'^ <xm''-\ (x> l) 
d. h. zusammen und für k^ (i + 1 

^, , ^ <m^< ^ ^ ^ , ^>0. 

|I4 +1 <^ + l 

Addirt man alle für in = l, 2, 3,...« hieraus entspringenden 
Ungleichungen und dividirt mit w^'+\ so findet man 

Lim ü„ = — — -j |i* > 0. 

ft + 1 

Aus der Ungleichung III, y erhält man durch ein ähnliches Ver- 
fahren 

^ ■ ■ <w"< \-- - — ? fi<0 

i«. + 1 iti + 1 

und hieraus -r . ^ 1 

LimUn^ r— ' i"*> — 1 

f* + 1 
LimUn^ CO ^ |i*<— 1. 

Aufgabe 18. Man sucht den Grenzwerth von 

" nu^ na + ß^ na + 2ß^ na + Sß 
... + . ^ 



für den Fall « -= oo. ' "^ ^^ 

Aus der für a < & geltenden Ungleichung 

&"» — a"* > m (6 — a) a"»-^ 

z 
erhält man für a=«l, 5 = 1H — und durch Uebergang zur Grenze 

für unendlich wachsende m 

c* — 1 > ;^ oder c* > 1 + ;e?. 
Auf ähnliche Weise findet man mittelst der Ungleichung 

z 
für a = l— — j fc = l, 
m 

1 — e- * < ;ef oder c"" * > 1 — ;e; 
und umgekehrt, wenn z ein positiver echter Bruch ist, 

1— JP 



man 
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Nimmt man von beiden Ungleichungen die Logarithmen, so hat 

Z(l + ;^)<£^<z(^^), (0 <£;<!). 
Man eriheile nun dem z der Reihe nach die Werthe 

A, ^ ^__,...__A___ 

na na -\- ß wa + 2j3 wa + (n — l)j3 

und addire alle entstehenden Ungleichungen; für n = oo ergiebt 

sich dann l{a + ß)-la 

LxmJin «= j 

p 
^obei a und ß positiv sein müssen. 

Aufgabe 19. Unter der Voraussetzung eines positiven echt 
gebrochenen a soll der örenzwerth von 

für w «= 00 bestimmt werden. 

Die einzelnen Summanden nähern sich den Grenzen a\ a\ a^ 
etc., doch ist LimSn nicht == a^+ «*+ a®+ ... Nach Auflösung 
der Parenthesen ergiebt sich vielmehr 

l — a* n ^ \ n/ -^ 

wobei zur Abkürzung gesetzt wurde 

5„« l/r. a + )/2 . a* + 1^3 . «8+ . . . + 1/w . a». 
Die Summe dieser Reihe ist positiv und kleiner als 
mithin l/;r (« + «*+«»+... + ««) 

0<Sn<Vn, -V-i <iaher <-<-=• - ^^- -^• 

1 + a ^ Yn 1 — a 

Für w — QO folgt nun wegen Lim («") = 

a^ ß^ 

Aufgabe 20. Man sucht den Grenzwerth von 



r w»^ n f" n ^ n 

worin a einen positiven echten Bruch, ß eine beliebige positive Con- 
staute bedeutet und alle Wurzeln absolut genommen werden sollen. 
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Die Grenzwerthe der einzelnen Summanden sind ]/«, (l/a)^, 
iYa) etc., dagegen ist LimSn keineswegs 

-v^+(i/«f+(v^)«+...- ^" 



Zufolge der Bemerkung 



V-^'^>Vl 



ist Sn>y^ und daraus ergiebt sich, dass Sn gleichzeitig mit n 
über alle Grenzen wächst. 

Aufgabe 21. Unter denselben Bedingungen wie vorhin sucht 
man den Grenzwerth von 



Benutzt man die für positive a und h leicht einzusehenden 
Ungleichungen 

und setzt zur Abkürzung 

so erhält man -v^ 

1 — y« 

1 — y« 

Der Grenzwerth von Ui, findet sich aus Aufg. 1 7 für fi — 
ist, folgt üw Fn =" daher zusammen 

1 —y« 



«» 
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Aufgabe 22. Man verlangt den Grenzwerth yon 



worin alle Wurzeln positiv genommen werden sollen. 

Mit Hülfe der in Anfg. 21 erwfthnten Ungleichungen und der 
Zerlegung 111 



x(x + 1 X X + 1 
findet man 

S, 






worin zur Abkürzung gesetzt wurde 



Vi. 2 1/2.3 V'3-4 yn{n + 1) 

Um Lim (sn : Yn) zu ermitteln, vergleiche man zunächst Sn mit 
der Summe 

''»^l+2+3-*-- + n' 
Man erhält leicht 

Sn<(Sn und 5« > <y« — 1 + 



n + 1 
also zusammen und durch Division mit Yn 



yn *« + ! Vn Yn 
Convergirt nun <y«:l/w gegen einen bestimmten Grenzwerth A, so 
nähert sich 5»:l/w derselben Grenze. 
Zufolge der Gleichung 



n + 1 
hat man weiter 

tfn _ tfn + i ^ Vn+i —Yn ^ _ 1 

}/w VnTl "" |/(ww +1) "* }/(w + 1)*' 
und durch Anwendung der Relation 



12 Bestimmung von Grenz werthen. 

Vn + 1 - V« > ^ 



2}/n+l 
gelangt man zu der Ungleichung 



^ <^«.+ 1 ^ _J__ K _ l/_!L.] 

}/« l/tT+i (n+l)>/nl2 r w + lj* 

Es ist nun <y4 -* f| mithin y <y4 > 1 und für w > 4 um so mehr 
1" a» > 1 , daher die rechte Seite positiv und deshalb 



<^«^^ <y« + i 



Vw 1/w + 1 ' 
woraus nach einander folgt 

V4: Vb Vß Vi 

Der Quotient a« : l/n nimmt also von w = 4 bis n = oo unausgesetzt 
ab; da er aber nicht negativ werden kann, so muss er gegen eine 
gewisse Grenze X convergiren, die P' ist. 

Beachtet man, dass sich die rechte Seite der Gleichung 

1_1 , 1^ 1^ , J_ 

<^2n <^n-^ 2+3 l"^*" 2n 
unter den Formen 



> +JL + A+ ■ + 



1.2^3.4^5-6^ ^ (2« - 1) 2w 
und 

l-_i 1 l 1- 

2-3 4.5 (2 w - 2) (2 w - 1) 2 w 

darstellen lässt, so hat man 

und durch Division mit }/w 

2l/n 1/2« "|/w >/w 

der üebergang zur Grenze für « « oo giebt 

l/2'X — k^O mithin ;i = 0. 

Alles zusammen ist nun 

Lim Sn=^cc + ß. 
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Aufgabe 28. Es soll der Grenzwefth von 
^. 1.1-1, -1 , 

^--'l-+2 + 3+- + «-'^ 
•ontersucht werden ► 

Aus der früher bewiesenen Ungleichung z> l (1 + z) erhält 
für je« 
Specialfälle 



man für je—-, — , ~, ... — und durch Addition der entstehenden 



es ist also Un immer positiv. 
Man hat femer 

^ \ n/ n + 1 

oder wenn die Ungleichung 1 1 )> z für z^ — — - benutzt wird, 

Xl — z/ n + 1 

Un- Un^l>0, Un>Un+l, 
U,>U^>U^> ü^>'' 

Bei wachsenden n nimmt also Z7„ fortwährend ab, kann aber 
nach dem Vorigen nicht negativ werden und muss folglich gegen 
eine bestimmte Grenze i«, > convergiren. 

Auf analoge Weise findet man, dass der Ausdruck 

von seinem Anfangswerthe 7^ « 1 — ? 2 = 0,307 • • • an fort- 
während zunimmt. 
Weil endlich 

Lim {Un- Vn) « Liml(l + -\^0 

ist, so convergiren U„ und Vn gegen die gemeinschaftliche Grenze fi 
und zwar Un durch Abnahme, 7« durch Zunahme. Demnach liegt 
ft zwischen zwei zusammengehörigen Werthen von Z7„ und 7„, z. B. 
zwischen ügo« 0,60201 . . . und 72o=« 0,55322 . . ., so dass näherungs- 
weise f* = 1 (CTgQ + V^q) — 0,577 . . . sein muss. 

Mit Hülfe der Integralrechnung findet man den genauen Werth 
(i = 0,57721566 ... (s. IL Tbl., § 23, Nr. 8). 

V. Grenzwerthe von Producten führt man leicht auf 
Grenzwerthe von Summen zurück, indem man vorerst den Loga- 
rithmus des Productes untersucht. Daraus folgt, dass der Grenz- 
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werth eines Productes gleich dem Producte aus den Grenzwerthen 
der einzelnen Factoren ist,' so lange die Factorenzahl endlich bleibt,, 
dass aber diese Gleichheit nicht stattzufinden braucht, wenn die 
Factorenzahl unendlich wird. 

Zur Bestimmung der Grenzwerthe von Producten sind folgende 
Hülfssätze von Nutzen. Nach Aufgabe 18 ist für ein beliebiges 
positives x und für ein echt gebrochenes positives y 



i(l+«)<a:, y<l(-±-^^s 



setzt man in der zweiten Ungleichung y = — — , wo nun x jed& 

1 + aj 

positive Zahl bedeuten darf, so hat man zusammen 

a) --^<?(l + ^)<^, ^>0, 

1 + o; ^ ^ 

wofür auch die stärkere Ungleichung 

h) x-Q?<\{\-\-x^<x 

genommen werden kann. 

Lässt man in der Ungleichung 



X 



l + o: 



<Kl + ^) 



— an die Stelle von x treten, so erhält man leicht 

wenn man femer in der Ungleichung 

l{\^x^<x 
die Substitution _ 



vornimmt, wobei or > j3 > sein muss, so gelangt man zu der 
Relation 

zusammengenommen ist demnach for a > /3 > 

t>la-iu-ß)l(cc-ß) („ + ß)l(„+ß)-„l„ 

c) - 1<J«< ^ 1. 
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Aufgabe 24. Für ein positives y und unendlich wachsende 
w soll der Grenzwerth des Productes 

'-(' + ^)(' + »-h)(' + ^) •■•(' + 5^) 

bestimmt werden. 

Die einzelnen Factoren convergiren zwar gegen die Einheit, 
es ist aber LimFn nicht = 1. Mittelst der vorigen Ungleichung 
c) findet man nämlich, wenn zur Abkürzung 



1, 1 , 1 , , 1 

71^ "^ (n + 1)« "^ (n + 2)« "^ " "^ (2« - i;^ "" '^'^ 

gesetzt wird, 

yVn — y^Wn < IPn < y^n', 

dabei ist Wn positiv und <.n"-^ mithin < t«?» < - • Durch üeber- 

rr n 

gang zur Grenze findet sich nun 

Lim Pn == 2^ 
Dasselbe Verfahren liefert den allgemeineren Satz, dass das Product 

gegen die Grenze . ^v y 

('+0' 

convergirt, wenn a^ ß^ y positive Werthe haben. 

Aufgabe 25. Für positive fi und unendlich wachsende n 
soll der Grenzwerth des Ausdrucks 



l/ft(ft + l)(ft + 2).-.(ft + «- l) 

ermittelt werden. 

Benutzt man die Ungleichung c) der Reihe nach für 
a = f* + l, ft+2,...f* + n — 1 
und für jS = 1 , so findet man , dass IPn mehr beträgt als 
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dagegen weniger als 

1(0 

Nach einem bekannten Satze convergirt — bei unendlich wach- 

senden n gegen die Null*; hieraus folgt im vorliegenden Palle^ 
dass sich IPn der Grenze 72 — 1 nähert, also 

2 
Lim Pn = 

e 

Aufgabe 26. Es bezeichne Qn das arithmetische, R^ das 
geometrische Mittel aus den Gliedern der Progression 

flf, a + fc, a + 2&, a + 3&, ... a + (n- 1)6, 

worin a und b als positiv vorausgesetzt werden; man sucht den Grenz- 

werth, gegen welchen ~ bei unendlich wachsenden n convergirt. 

a " 

Setzt man — = /u, so lässt sich die Aufgabe leicht auf die 

vorige zurückfahren; der gesuchte Grenzwerth ist |-e. 

Aufgabe 27. Für unendlich wachsende n soll der Grenz- 
werth des Productes 

--(■+Ä)('+i)('+i)-o^.-.) 

bestimmt werden. 

Mittelst der Ungleichung x — x^ <l{\ + x)<Cx findet man leicht 



Lim Pn -" |/e. 



und hieraus 



* Wegen c'> 1 + «; ist um so mehr e'> « und durch Erhebung aufs 
Quadrat e*'> «* mithin, wenn e^'=^(o gesetzt wird, 



<»>i(lo,)' oder '^<±. 



Da andererseits — positiv bleibt für co > 1 , so ergiebt sich jetzt der 
obige Satz. 
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Auf gleiche Weise folgt der allgemeinere Satz, dass das Product 

^egen die Grenze e^ convergirt. 

Orenzwerthe Ton Functionen zweier Yariabelen« 

Für die Bestimmung der Grenzwerthe der Functionen zweier 
Yariabelen x und y ist die Bemerkung von Gewicht, dass eine 
Function f{x^ y) häufig ganz verschiedene Werthe annimmt, je 
nachdem erst 3^ = und dann o; «= 0, oder erst a; «= und nach- 
her 2/ = 0, oder gleichzeitig a? «= und y ^ gesetzt wird. Als 
Beispiel möge die Function 

dienen; hier ist 

f{x^ 0)=x + a mithin /"(O, 0) = a, 
f{0,y)--y + h „ /-(O, 0) = &, 

femer, wenn y ^ Xx genommen und unter X eine beliebige Con- 

stante verstanden wird, 

x + X^x+ a + hl a + hl 

f(x, Xx) = j-p^^ mithm /"(O, 0) « -y+Y' 

endlich, wenn 

y^ 1 

gesetzt wird, 

^/ x(2x + d)\ x{2x + a + h) .^, . ^.^ . 

^K' " 5 j ^ ~ h "^'^^''^ ^(^' ^) ^ ^' 

woraus erhellt, dass /'(O, O) unendlich vieldeutig ist. Diese 
Erscheinung wird anschaulich klar, wenn man die Gleichung 
^ = f(x^ y) als Gleichung einer Fläche betrachtet, die im vor- 
liegenden Beispiele ein einfaches Hyperboloid ist. Erst y = 
setzen und dann x zu Null werden lassen, heisst nämlich, auf der 
Verticalspur (rr;?-Spur) der Fläche bis zum Durchschnitte dieser 
Spur mit der £:- Achse fortschreiten; erst o; = und nachher ^ = 
nehmen, bedeutet dagegen, in der t/^-Spur bis zum Durchschnitte 
mit der ;?- Achse fortgehen; durch y = Xx und x = wird aus- 
gedrückt, dass man auf der Fläche diejenige Curve, deren Hori- 
zontalprojection eine durch den Coordinatenanfang gehende 

Schlömilcb, Uetungsbuch I. 4. Aufl. 2 
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Gerade ist, bis zur ;?- Achse verfolgt; endlich sagt die Gleichung- 
by ^ -■ x(2x + a)^ dass man auf der Fläche einer Curve nachgeht^ 
deren Horizontalprojection eine gewisse durch den Coordinaten- 
anfang gehende Parabel ist. Hiemach hat es nichts Verwunder- 
liches, dass verschiedene Wege zu verschiedenen Punkten der 
;8f- Achse führen. Was von dem Falle a;«0, y = gilt, findet 
natürlich auch dann statt, wenn man sich x und y als unendlich 
abnehmende Grössen denkt und dem entsprechend etwa mit ö und e 
bezeichnet. Im Folgenden ist das Zeichen Lim immer zweimal 
angewendet und jedesmal durch einen Index diejenige Variabele 
hervorgehoben worden, auf welche sich der Grenzenübergang be- 
zieht. Hiemach bedeutet 

Xtmj Linie f(jS^ e), 

dass zunächst der Grenzwerth für unendlich abnehmende e bei 
constant bleibendem ö ermittelt und nacher der Grenzwerth für 
unendlich abnehmende ö bestimmt werden soll; dagegen ist unter 

Xim« Lims f{ä^ s) 
der umgekehrte Gang der Operationen zu verstehen. 
Aufgabe 28. Man sucht die Grenzwerthe von 

{1 + Ö + ey - 1 

aö + hs 

Bei Constanten ö und gegen die Null convergirenden b ergiebt sich 

ao + OB aö 

daher 

Limii Ltm, ^ t~H: ** ' 

ao + bs a 

Umgekehrt ist 

aö + bB b 

Setzt man d = a^, ««jS^, wo a und ß Constanten bezeichnen 
und & eine gegen die Null convergirende Zahl ist, so nehmen 6 
und B gleichzeitig, jedoch so ab, dass ihr Verhältniss constant 
bleibt; der Grenzwerth ist dann 

aa + hß 
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Aufgabe 29. Man verlangt die Grenzwerthe von 

ö + 6 + ös' 
Die gesnchten Werthe sind 

a^ + &• — 2 
Lims Lim, —— — — — Za, 

Ö + 6 + Of 
ßcF _{. 5» __ 2 

Lim, Lims -r— — r- = Z6; 

O + 6 + Of 

filrd«=a^, 6 = /3^ und verschwindende & ergiebt sich der Grenz- 

werth , . ^„ 

ala + ßlb 

<^ + ß 

Aufgabe 30. Man sucht die Grenzwerthe von 

1(1 + d + e) 

aö + bs 
Dieselben sind 



— I 



i ar 4" **" 



ad + be a 

Ltm, Ltmö - , , , «= t; 
aö + tf 

für d =* a-^, s ^ ßd^ und verschwindende -^ entsteht 

aa + 6/3 
Aufgabe 31. Unter der Voraussetzung, dass t und co un- 
endlich wachsende positive Zahlen bedeuten, sollen die Grenz- 
werthe von 

\ r + G)/ 
ermittelt werden. 

Bei analoger Bezeichnung wie früher erhält man 

Kl \ar + öcü-i 

Xm„X«m, [(1 + ^)"''*'] = e«; 

setzt man t — a<y, w -« |3<y und lässt <J unendlich wachsen, so er- 
hält man den Grenzwerth 
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Aufgabe 82. Man verlangt die Grenzwerthe der Function 

f'ir den Fall, dass d unendlich abnimmt und die ganze positive 
Zahl n unendlich wächst. 

Aus der für a < 2> und < X < 1 geltenden, auf Seite 4 
unter y bewiesenen Ungleichung 

— a 
folgt für a^m^ 6«tn + l 

Xm^-'^ > (w + 1)* - w^ > A (w + ly-^ 
oder 

* >i. L_> ^ 



m(m + ly m^ (m + l)* (w + l)w^ 
Setzt man linker Hand statt (m + iy das kleinere m\ rechter 
Hand statt m^ das grössere (w + l)\ so erhält man die stärkere 
Ungleichung 

Es sei nun A == d und m der Eeihe nach — 1, 2, 3, ... w — 1; die 
Addition der so entstehenden Ungleichungen giebt dann 

^[j[r+l + 21+7+ 31+1 ■< ^■ (^_i)i + <jj 

r 1^ 1 ^ 1 ._J_1 

^L2HM + sT+d + 4m + • • • + ^iTRj' 
woraus leicht die neue Ungleichung folgt 

Lässt man zunächst n ins Unendliche wachsen bei constanten 
d > 0, so erhält man 

l<LimnF(ö,n)<l+ ö 
und nachher, wenn d gegen die Null convergirt, 
Lim^ LimnF(ö^ w) — 1. 
Wenn zweitens bei constanten n erst ö gegen die Null con- 
vergirt, so wird die vorletzte Ungleichung zur Gleichung 
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und es ist daher auch 

Lim„ LimdF(ß^ n) ^ 0. 
Setzt man drittens 

ö — — , 
In 

wo X eine beliebige Constante bezeichnet, so tritt die Abnahme 
von ö gleichzeitig mit dem Wachsen des n ein; die Ungleichung 
far F(ö^ n) wird jetzt zur folgenden 

'7('-^)'-<-^&")<'-'-"+£ 

und diese giebt 

Bei der Aufsuchung der Grenzwerthe von Functionen mehrerer 
Variabelen hat man in analoger Weise die Reihenfolge der Grenz- 
werthe zu beachten, welche sich auf die einzelnen Variabelen 
beziehen. 



\ 



Capitel I. 



Einfache Differentiation Ton entwickelten Functionen 
einer Yariabelen. 

§ 1. 
Gnindformeln und allgemeine Hegeln« 

Für die Differentiation der sogenanten einfachen Functionen 
gelten die nachstehenden Formeln, welche gewissermassen das Ein- 
maleins der Differentialrechnung ausmachen: 

1) -1^-^^'-'^ 

^ dx ^ dx 



3) 



d{''logx) 1__ dlx _ 1 

dx X'la^ dx X 



.. dsinx 

4) -li — ""''^ 

-V dcosx 

5) ^ — «„0., 

^v dtanx , 

o) — - — = sec'Xy 

^ dx 

n\ dcotx 2 

7) — :; — = — csc^x. 

dx 

o\ dsecx , 

o) — - — ^sec^xsinx^ 

uX 

^N d cscx « 

v) — — «- — csc^x cosx , 

dx 



10) 

11) 

12) 



darc sinx 1 d arc cosx 

dx ~" ]^i -« -i;2 da? ' 

d arc tanx 1 d arc cotx 

dx 1 + x^ dx ^ 

d arc secx 1 d arc cscx 

dx xYx^ — 1 "" ^^ 
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Sind a, /3, y, etc. constante Grössen, t*, v, «p, etc. Functionen 
•einer und derselben Variabelen r, so hat man für die Differentia- 
tion des Aggregates au + ßv -\- etc. die Regel 

^ oN d(au + ßv + yw -\ ) ^ i ^ ^ i ^ i 

^ cZa; ^"^ dx'^^ dx'^^ dx'^'" 

Dieselbe gilt im Allgemeinen nur unter der Voraussetzung, dass 
^ie Anzahl der Summanden endlich ist; im entgegengesetzten 
Palle wird eine besondere Untersuchung erforderlich. 

Zur Differentiation der Producte dient die Vorschrift 



14) 




d(uv) 
dx 


» u 




iu, 
dx' 


wofür 


auch 


gesetzt werden kann 










d(uv) 

\ ^ «« UV 1 

dx 


e 


du 


1 

V 



dy\ 
Tx)' 

Aus der letzteren Form ergiebt sich bei einer grösseren Anzahl 
von Factoren 

^-v diuvw ,,yi /l du ^ 1 dv 1 dw , \ 

15) -^— ^ ^- uvw,.. (-' ■!- + -' T- + ^'-T- + '"} 

^ dx \u dx V dx w dx / 

Falls unendlich viel Factoren vorhanden sind, darf diese Formel 
sieht ohne Weiteres angewendet werden. 

Die Differentiation der Quotienten unterliegt dem Gesetz 

/t;\ dv du 

16) \u/ dx dx 
dx u^ 

Ist der Nenner constant = «, so bedarf es dieser Formel nicht, 

V 1 

weil der Quotient — als Product aus dem constanten Factor — und 
a , a 

dem variabelen Factor v angesehen werden kann. Bei constantem 
Zähler u =- & giebt die Formel einfacher 



'0 



17) \uj A . ^ 

dx «* dx 

Handelt es sich um die Differentiation einer Function von 
einer Function 
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so ersetzt man diese eine Gleichung durch die beiden folgenden 
Gleichungen ^^ t / n 

dz 
Aus der ersten berechnet man - - ebenso als wenn y eine unab- 

dy ^^ •" 

hängige Variabele wäre; aus der zweiten sucht man — ? und schliess- 
lich erhält man durch Multiplication 

18) ^ « ^f . ^. 

^ dx dy dx 

Für die praktische Rechnung empfiehlt es sich, nicht sogleich 

dz 
den Differentialquotienten — » sondern vorerst das Differential de 

zu entwickeln und die angegebene Substitution von y im Gedacht- 
nisse zu behalten. Das Ende der Rechnung kündigt sich von selbst 
dadurch an, dass das Differential der unabhängigen Variabelen als 
letzter Factor auftritt. Soll z.^.lia + hx + cx^) differenzirt werden^ 
so sagt man: analog der Formel 

dly ^-dy 

ist auch, wenn statt y der Ausdruck a + Z^x + ex* gesetzt wird^ 

ai{a + tx + c«) - ^qrtir^* d{a+l. + c.«); 

rechts hat man noch ein Aggregat zu differenziren und dies giebt 
wegen da -« 

dl {a + hx + cx^) — i-- 5 \hdx + cd (x^)] 

a + oo; + cor 

\bdx + c • 2xdx\ 



a ^hx + cx^ 
h + 2cx^ 



dx 



a + hx + cx^ 

und damit schliesst die Rechnung, weil es nur noch der beider- 
seitigen Division mit dx bedürfen würde, um den gesuchten 
Differentialquotienten zu erhalten. In diesem, wie in jedem andern 
Falle wandert das Zeichen d so lange von links nach rechts^ 
bis es auf der äussersten Rechten nur noch vor x oder der 
sonstigen unabhängigen Variabelen steht. 
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§ 2. 
Beispiele zur Differentiation algebraischer Functionen. 

1) d [(a + ctx) (h + ß:x)] « (aß + ba + 2aßx) dx. 
Die Aufgabe kann auf zwei v( rschiedene Arten behandelt 
werden; man benutzt entweder die Regel zur Differentiation der 
Producte, oder man fuhrt die MultipHcation von a + ccx mit b + ßx 
aus und differenzirt das entstandene Aggregat. Dies giebt zugleich 
eine Controle der Rechnung. 

^^) d [(a + ax) (fe + ßx^)] « (bcc + 2aßx + Saßx^) dx. 
Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin. 

3) d [{\b^ -bx + x^) (f b^+bx + aj2)] = 4x» dx. 
Warum ist das Differential so einfach und identisch mit d(x*)? 



5) ^\v—ß^)-ür:: 



ßxj (a^-ßxy^''' 
Man kann die^e Aufgabe entweder direct nach Formel 16) be- 
handeln, oder auf die vorhergehende zurückführen, indem man 
von der identischen Gleichung 

a + ßx _ 2 a 

a — ßx ce — ßx 
Gebrauch macht. 



-1 



^ \a + bxj (a + bxy 



Die vorhin angegebenen zwei Methoden sind auch hier anwendbar; 
welcher kleinen Modificationen bedarf die zweite? 

^ \a + bx+ cxV " "■ (a + bx + cx^y 

9^ df ^ + ß^ \ q/3 — ba— 2cccx — cßx^ 
^ \a + bx + cxV {a + bx + cx'f 

g. ^( - + ßx + yx^ \ 

g|3 — 6a + 2{ay — ca)x-\' (by — ^1^)^' ^ 
^ (a + 6jc + c^y ^' 
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Will man die Aufgabe nicht direet lösen, so kann man sie mittelst 

der identischen Gleichung 

a + ßx + yy? y 1 ay — ca -^^ (hy — cß)x 
a + bx + cx^ c c a -\-hx +cx^ 

auf die vorhergehende zurückführen. 

h 



10) dyä+hx « dx. 

2ya + hx 

b + 2cx 



11) dVa + bx + cx^ -^=^=^^:^^=^dx. 

2ya + bx+ cx^ 

2a + Sbx 



12) dixVa + bx) = ,-L dx. 

2ya + bx 

• Hier benutzt nian entweder die Eegel zur Differentiation der Pro- 
ducte nebst Formel 10) oder man setzt xYa + bx ^Yax^^ bx^ 
und betrachtet den letzteren Ausdruck als Potenz eines Aggregates; 
was ist bequemer für die Rechnung? 



Va + bx\ 2a + bx 

* — dx. 



13) .(K^) — 



2x^ya + bx 
Hier gilt wieder die vorige Bemerkung. 

2ya + bx 



2a + Zbx + Act 



15) d(xy« + bx + ca:')= "" 7"'^"^" ^dx. 

2ya+hx + ex* 



(Va ■\-hx-\- cx\ 2a + hx 

-.dx. 



16) d('^^±^+^) = 



2x^ya + bx + cx^ 

17) d(xf*ya+bx + cx^) 

^ 2 (laxf" -^+(2(1 + 1) bx^ + (2fi + 2) cx^ +i 
2l/a + bx + cx^ 
Für die letzten vier Beispiele kann man die bei Nr. 12 gemachte 
Bemerkung gleichfalls benutzen. 

18) d(-^^\ = ^^±M=.d.. 

\ya + lx) 2y(a + 6x)» 

Die zu diflferenzirende Fmiction lässt sich entweder als Qnotieat 
oder als Product aus x und {a + 6ar) ~ % ansehen. 
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dx. 



19) c?r^4±i^v 

KYa + hx/ 2y(a + bx) 

KVa + hxJ 2y(a + bxy 

21) d( ^ '+^'' ) ^ —^^^Z£.= äx. 
\|/a + hx + cxV 2 y{a + hx H-^cx«)« 



dar. 



Va + hx + cxV ' 2l/(a + 6aj + cx^ 
a + ßx \ 2tt|g — &« + (pß — 2c«)a; 



da:;. 



23) dj —l. , 

\Va + 5aj + cxV 2V(a + &aj+ ca;*) 

24) 4-—^^: — -^ 

V^a + hx + cxV 
_ 2|itaa;^'-^+(2ft — l)5a?^+(2|it- 2)ca;-"+^ 
" 2y{a + hx + cxy 

Hinsichtlich der letzten sechs Aufgaben gilt wieder die bei Nr. 18 

gemachte Bemerkung. 

25) ,j(^iilM^«T^l /"' a.. 

\ xyx I 2x^yx(a + hx) 

Die hier gegebene Function lässt sich entweder als Quotient an- 
sehen, oder als Product zweier Factoren: 



C-»)l^ 



+ h 



oder als Product von drei Factoren: 

(a — 2hx)x'^ t{a + feic)7; 
welche Form ist die bequemste für die Rechnung? 



26) d]/?5: 



Wie kann diese Aufgabe, falls man sie nicht direct lösen will, 
auf Nr. 23 zurückgeführt werden? 



27) V^^s ^";-"— d 

28) dl 



05* |/a + 6x 
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Hier lässt sich die gegebene Function entweder als Quotient be- 
trachten oder auf die Form 



2a j-Va + hx 

X X 

bringen, welche die Anwendung von Nr. 13 gestattet. 

[ ^ j X* ]/a + ex* 

Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin, wobei Nr. 17 zu 
beachten ist. 

[Ya + hx-ya] ^ x^a + hx 

Warum unterscheidet sich dieses Resultat von den in Nr. 28 ver- 
zeichneten nur durch einen constanten Factor? 



'Hf. 



— dx. 



Ya + C3? -ya\ x^ya + cj? 



\ytt + ßx-ya-ßx] ß xya«-/3V 

In wie fem lässt sich die vorige Bemerkung zu einer wesentlichen 
Abkürzung der Rechnung benutzen? 

33) c?((~ 3a + 2bx)f(a + hxy] - ^ 'jj£^dx. 

[ j 3 ya + hx 

34) d {(- 3a + 26a:«) f (a + 6x')» j - f • ^-^ dx. 

35) d [(- Sa^ + abx* + U* x*) pn + hx' ] 

"fb'x^pa + bx'dx. 

36) d ((- 4a + Sbx) f(a + bxf] = ^ ■ , ^'"^ dx. 

[ f ^ ya + bx 

37) d ((- 4a + 31.x*) f(a + bx'f] - ^/ • ,/"' dx. 

[ \ ^ ya + bx* 

38) dj(-4a*+ab«*+56V)j)'7+^j 

= ^b'T>t/a + bx*.dx. 
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IYx . dx 
y(a + ax)(b + ßx)(c + '^ 



2[a + ax h+ ßx c + ya: J |/(a + ax) (b + ßx) (c + yx) 

Zur Lösung dieser Aufgabe kann man unter Anderem die Formel 15) 
in § 1 benutzen. 

^ \(a + ux)"'{b + ßxy.--l 

~ \*^ a + ax "^ ** b + /Ja; "^ ■■ j (a + cix)-"(b + ßx)-"---' 
die Anzahl der Factoren ist hier beliebig nnr endlich. 

§3. 

Beispiele zur Differentiation von Exponentialgrössen 
und Logarithmen. 

1) d[(x-'l)ef]^x^dx. 

2) d[(x^ - 2aj + 2) c*] = a;V dx. 

3) d[(x^ -3x^+ ßx-6)d']^ x^e' dx. 

Hieran knüpft sich die allgemeinere Frage: „Wie müssen die 
Coefficienten -4^, ^g» -^s ®^^- gewählt werden, wenn die Gleichung 

4) d^x'^' — Ä^x'^-'^ + A^x'^-^ )c*] ^x'^e^dx 

stattfinden soll, worin m eine ganze positive Zahl bedeutet?" 

«) ^[G+l)«-]-(M)-- 
') ^[(^Ä-.+f>]-(Ä-l)«- 
" 40 + 3^ + ri-. + ß) ^ - (Ä - ?) n"'- 

Wie müssen überhaupt die Coefficienten jBj, jBj» -^8 ®^' ^^l^st a 
und 6 gewählt werden, wenn die Gleichung 
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^ LVa;'" x"»~^ x"*~^ / J \ic x^'+v 

stattfinden soll? 

10) *^ d(ß««' + *'0 - 2 (a + &a-) c2«* + **'cia:. 

11) d(xc»«* + *'') « [1 + 2 (ao; + 5a;*)]c2«:r + ft»*c?:r. 

12) d[(e>'« + 6« + c'^*)=: fe + 2ca; „^ ^Va + 6ar + cx'^.^, 

2ya + hx + cx^ 

13) dZ(a + &ic)^ 





^ rfx 


a 


& + 2CX 



14) dJ(« + 6. + c.«)-^-p^^-p^,d.. 

^e\ ,,r/ . \ /, » /, \-i aö + &or + 2aßx , 

15) d/ [(« + «.) (6 + ß.)] = ^;^^^)(,^;^) dx. 

Den gegebenen Logarithmus kann man entweder im Ganzen diffe- 
renziren oder vor der Differentiation in die Logarithmen der ein- 
zelnen Factoren zerlegen. 

Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin 
17^ / cf + / 3a;^_ aß — ha ^ 

18) d^f-..^_-U/?4^d.. 

KYa + bxf .2x{a + hx) 

19) di (^ , "^ ) - -^— ?^ — gr dx. 

20) ^,/ ^+l^l_. \ ^^p^; .^^ 

\|/a + 6ic + CicV 2(&+2caj)(a-t-&a; + Cir2) 

21) 4/^ + ^^ )^ ^^^ Jfr/l'l' s^ ^^^ 

Vö+2>a; + cW 2(2a + hx)(a+bx+cx^) 

22) dZ (>^ . x + 1/a + ex«) = ^ ^^ dy. 

ya + ex* 

23) ,,/ >^äTg-yä x ^ ^_ ^^ 
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24) äl(Y^±j£^^t) 



Ya + cx^ + ya^ xYa + cx^ 
(Ya + ßx - Va- ß 



dx. 



25) .ifYß+M^zVß^^ ^ - ■,,. 

\ya + ßx + ya- ßx^ xYa^-ß^X^ 

Setzt man in Nr. 24) a =^ a^^ c «= — jS*, so unterscheiden sich die 
rechten Seiten der Gleichungen 24) und 25) nur um einen con- 
stanten Factor; was folgt daraus in Beziehung auf die links^ 
stehenden Logarithmen? 



26) ^^/ 2T/c(a + bx~+~^) + ib+2cx) \ 



^2]/c (a + hx + cx^) - (ft + 2 cxy 
2Vc 



|/a + hx + cx^ 



dx. 



27) dl (ae' + &) = l^' , dx. 



28) ,,(e^\ = _J4_,,. 

29) 

30) ai(y^E-^\^-JL. 



^+/3/ a^e'-ß^ 

dl (Vae^'+b + Ya - c*) « , ^^ dx, 

Ya + be-^' 



dx. 



§4. 
Beispiele zur Differentiation trigonometriseher Fanetionen. 

1) d [sin"' (ax + ß)] — masin"'-^ (ccx + /S) C05 (ax + ß) dx. 

2) d[cos'" {ax + ß)]^ — ma cos"^-^ (ax + ß) sin (ax + ß) dx. 

3) d[tan'''(ax + ß)] = matan"^-^ (ax 4- ß)sec^(ax + ß)dx. 

4) d(2x + sin 2ir) ■= 4 cos^j; cZa;. 

5) d(2x — sin 2^:) — 4 sin^x dx, 

6) d (9 5miC + sinSx) ^ 12 cos^x dx. 

7) d (9 Cö5a; — C05 3 j) « — 1 2 sin^x dx. 

8) d (a; + 5m jr cosx) = 2 co^^x dx. 
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9) d(x — sinx cosx) =» 2 sir?x dx. 

10) d{(2 + cos^x) sinx] '^ 3 cos^x dx. 

11) d{(2 + sin^x) cosx } = — 3 sin^x dx. 

Warum stimmen die rechten Seiten von 4) und 8), 5) und 9), 6) und 
10), 7) und 11) bis auf constante Factoren mit einander überein? 

12) ^ { 1^ + (I cosx + cos^x) sinx]^ A cos^x dx. 

13) d{\x — {\sinx + sin^x) cosx \ = 4 sin^x dx. 

14) d (3 (an x + tan^x) « -4- dx. 

3 

15) d (3 cotx + cofix) « r-r- dx. 

16) diianx - |fanV) ^^^dx. 

cos X 

17) d(tanx — ian^x) « — ~^^- 

18) d(^ tan^x - { tan^x) = ?^ cZ^. 

19) d(2 tan'x ~ #aw^^) - — f- cZ:r. 

20) ,ji^!^^^l= 3 ,,. 
"^ l 1— 3faw^a? J 005^30? 

21) 4 , TrT'??4 1=-'^^^- 

^ (1 — 6 faw^ic + ^aw*ir ) cos^Ax 

ooN -, /" sinx \ a cosx + h 

22) d[ — -— 1=7 — — sr^dx. 

^ \ a + & cosx/ (a + cosjc) 

23) ,(_^_L_--) = («-^)^m2. ^^^ 
^ \ a cos^x + j3 5*w^ir / (a cös^a; + /3 sxn^xj 

(a — ß)sin2x 



24) d ^^a C05^ä; + ß sin^x = .^ /"^ — dx. . 

2 y a C05^ic + ß sin^x 

.. f yacQ5^a; + |3gm^a; \ ßsinxsec^x 

\ cosx j ]/a cos^x + ßsin^x 

V f Ycccos^x + ßsin^x \ cc cosx csc^x 

\ sinx \ ya cos^x + ß sin^x 
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^aco^x + ^siv^xy _ acot^x — ßtan^x 



cosx sinx J Yd cos^x + ß sin^x 



27) ejj 

28) äi ^^^ U- , <^^^'^^ dx. 

[ ya cos^x + ß sm^x \ /(« co5*a; + ß sin^xY 

29) J ^ smx ]_ «co £5 ^^ 

[ J/a C05^a; + ß sm^x J V^(a cos^x + ß sin^xy 

o/^^ , f cosx sinx ] acos^x — ßsin'^x 

30) (? ] — - 1 — da?. 

[ y a cos^ä; + /S sm^a; J }/(« cos^a: + ßsin^xf 



§5. 
Beispiele zur Differentiation cyclometrischer Functionen. 

1) darctan — '^ ■ — ^dx. 

^ X 1 + x^ 

1 — x 1_ 

1 + x 1 + x^ 

Warum sind die rechten Seiten dieser Gleichungen identisch mit 
d{— arctanx)? 



2) darc tan •—-, — « — — - — , dx. 



3) d arc tan o = z—, — ö dx. 



_2^ 2_ 



4) d arc cos -— ; — 5 = :r"^ — « da?. 

Warum stimmen die rechten Seiten dieser Gleichungen überein mit 
d{2 arctanx)? 

5) d arc tan , = , dx. 



i/r^2 i/i - x" 



Warum ist die rechte Seite = d arc sinx? 

6) d arc sin , =« — - — « da:. 

Warum ist die rechte Seite ^ darc tan x? 

7) darc sin (2a; |/l — x^) = — =r dx. 

y 1 — a;^ 

Warum ist die rechte Seite ^ d (2 arc sinx)? 



8) darc tow I ) «« -r-77-; — sn da;. 

^ \ a; J 2(l + x^) 

Schlömilch, Uebungsbuch I. 4. Aufl. 3 
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Warum ist die rechte Seite — d(^arctanx)? 

9) d{ 2 arctan -p^==^ \ — -Vr — ; «^^• 

l V4ac— b*j a + ftay + cx* 

10) a arc «n - — , ao;. 

y^ac + b* ya + hx-cx^ 

11) d{2arctan — [ — ^r — : 5 (ix. 

l xy^ac-'h^) a + hx + cx^ 

12) (iarcÄin — — eJar. 

a:y4 ac + b* rc V— a + ba? + caj* 

13) darcton V^^+~ß- - , V^(- +f')d,. 



14) d are stn — — r^ — , dx. 

. u + ßx (a + ßx)yi-x* 



15) d are stn , , „ \ — - — -^ ^^ — , '^" dx. 

y(a + /Jx) (a + /Ja;)l/ya;-«» 

16) d are svn — ^-^ <— 

}/«»'- 4oc.(a + /Ja;) 

. ax. 



(« + /Sa;) V'o + 6a; + ex* 



17) d are sm — ^^ ~^ ^ — . dx. 

« + /3x (« + /Jx)l/l-a;» 



18) darctan -^-^ ^-~^ — . dt, 

ax + ß (a + ßx)yi^^* 

Warum sind die rechten Seiten von 17) und 18) gleich und ent- 
gegengesetzt der rechten Seite von Nr. 14)? 

19) ä{2arcsiny^nM VESm^,,. 

[ V yic + ßx)} (u + ßx)yyx-a^ 

20) Wo-...--|/(^+^) V^(^) .- 
' [ Y €c(y-x)] (a + ßx)yyx - x* 
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Weshalb stimmen die rechten Seiten von Nr. 15), 19) und 20) 
überein? 

21) darctan , - — — ^ — , ^ <ty 



„ox , . Va + ß-x y«(a + ß) ^ 

22) darc sm - — — ^ . ^ dx. 

Va + ßx* (cc + ßx') yi - X* 

23) darc^ 1^(2« + ^.) 



24) d arc sm 



_ yy{ß^^4.ay).x ^^ 

2 (a + jSa; + ya;*) l/a + /3a? 

ya{ß+2yx) 



ß^ct + ßx + yx^ 



2 (a + /J« + ya;*) )//5a; + y«* 



§6. 
Vermischte Beispiele. 

1) d{o(f)^ixf{l + lx)dx. 

Man beachte hierbei, dass xf als Exponentialgrösse dargestellt 
werden kann. 

2) d{x^^)^2x^'-^lxdx. 

3) d [{IxYl = {uy-^ [l + lX'l (Ix) ) dx. 



^) ^((?)'i-(?)'"^- 



Wenn w und v Functionen von x bedeuten, w' und t?' ihre 
nach X genommenen DifFerentialquotienten sind, so gilt überhaupt 
die Formel 

5) d (m«') — w«' -^ (w't; + ut/ Im) dx. 

Im Folgenden bezeichnen Hoge den zur Basis h gehörenden 
Logarithmus von 0] es ist dann 



8) d(*loga) «= • 'Joga - ''löge . dx. 



3* 
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Hier wird es zweckmässig sein, *?o^a durch natürliche Logarithmen 
auszudrücken. 

7) d\Hog{cL + /Jx)) »{— ^ - i . 'logia + ßxj^^hge • dx. 

8) d \ "log sinx)^ { cotx ' Hog sinx \'log e • dx, 

^ X ' 

Sind überhaupt y und z Functionen von x, y' und i! ihre 
Differentialquotienten, so gilt die allgemeine Formel 

9) d(Hogz) « ( • Hogzj • viogedx. 

10) d[xarcs%nx + ^1 — x^]'^ arc sinx dx. 

11) d[x arc tanx —- \l(l + x^) ] = arc tanx dx. 



") ^lFr= 



j . ^] arc sinx 



. ^x arc siftx 

13) d {x^ + (arc si^io? — ^xyl — x^) arc sinx } = — da;. 

Kl — äj* 



14) d{(x — jarc tanx) arc tanx — i^ (^ + x^)] ^ t _i_ i ^^' 



x^arc tanx 
1 + x^ 



■<R\ jf 1 , ( ^^ . j. \ s \ ^arctanx ^ 
15) ^ ir+^2 + (,Y+7^ + <^rctanx) arctanx] = ^^-^-^, dx. 

17) c? { 6** (a cos hx + hsin Ix) } = (a^ + &^) c«* co5 6a; da?. 

18) d{ 6** (a 5m 6a; — 6 co5 6a;) } = (a* + h^) c«* 5m 6a; da;. 

19) d{(x + h Yl — a;2) c^^'-c.ma: } « (1 + A;*) c *«''*'"*«* da;. 

20) d 1 ^ + ^ ^t«rctonx] ^ + ^^ ^tarotonx^y 

21) d { a; C05 (Z a; — ^ yr) } = l/2 C05 (Z a;) da;. 

22) d { a; 5m (?a; — -| tt)} «« Y^ sin (Ix) dx. 

^ \cc — ßtanx/ a^cos^x — prsin^x^ 

V& + a^-Yb — atan^x^ « + ^cosx 
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25) darctanx—tanx] = -5 — 5 — r- 

^ \a / a^ cos^x + 



cos'x + ß* sm*x 



26) darctani'l/ — r—rianix) -» ^ / , , 'zdx. 

' \Y a-\-h */ 2(o + J> cos«) 

^^ [ (g - 6) tewja; + c -1/6«+ c«- a' 1 
\{a - b) tan^x + c+yb*+ c* ~ a' i 






28) dare tan ^ — , / J -- — ^. , , j : — ^ dx. 

^ Ya* — t« — c* 2{a + Dcosx + csmx) 

^rx\ ,f,/;r , l/2ä-5m4aj) ya(a + h) - cosix ^ 

29) d\Y2arctan \ * r^[=^^^- > ^ ^ — ;pi=(?ir. 

\ y{a + &) co5a; J (a + 6 cosa;) ycosa? 

30) Jl j(lpii£ii^.zJ^^^)| 

yyi ^}/2a . Cö5|ir + l/(a - 6) cosa?/ J 

^ |/a(a-b)*m|a; ^^ 
(a + hcoso^cosx 



Capitel ü. 



Melirfaclie Differentiationen Ton entwickelten Fonetionen 
einer Yariabelen. 

§ 7. 
Grandformeln und allgemeine Kegeln. 

Die successiven Differentialquotienten der Function f{x) werden 
entweder bezeichnet durch 

df{x) ^ cPfjx) ^ d^fjx)^ ^ 
dx dx^ dx^ 

oder kürzer durch 

Df{x\ D'f(x), Ifif(x), ... 
oder auch durch 

fix), fix), fix), ... 
Für die höheren Differentialquotienten der einfachsten Func- 
tionen gelten folgende Formeln: 

1) B^lia + hxy] 

- f*(fi - 1) (^ - 2) ... (^ -[w - l])6«(a + hxY"^', 
specieller für ft = — 1 

^^ \a-\-hx) (a + l.a;)- + » 

imd für ft — • — j 

3) 2>» ( ^ \ - (-l)M.3.5...(2n-l)&n , 

V^a + fta?/ ^''{a + hxYya + hx 

4) D^Ka + 2^^) = ^— ^ (a + h^Y ~ 

5) D»(e*')-=6*e*^ 

6) D" w'na; = sin (^nn + x). 

7) D" cosx «= C05 (j w« + a?). 
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Bedeuten u und v Functionen der Yariabelen ar, so ist 

8) D» (au + l)v)^aD''u + h B^'v. 

9) D'» {uv) — (w)o u . D*t; + {n\ Dw • D» "^ t; 

wobei in der letzten Formel unter (n)^^ (w)^, (w)^, etc. die Bino- 
mialcoef&cienten 

- w n (n — 1) n (n — 1) (n — 2) 

' r -TT2-' — nrrä — ' - 

2U verstehen sind. 

Um die höheren Differentialquotienten einer gegebenen Func- 
tion f(x) zu entwickeln, kann man zwei verschiedene Methoden 
benutzen: die recurrirende und die independente Darstellung. 
Bei der ersten bildet man zunächst eine Gleichung zwischen zwei 
oder mehreren auf einander folgenden Differentialquotienten beliebig 
hoher Ordnung, wie z. B, zwischen f^^^(x)^ /^^'*"^^K^)» /"^""^^K^)» 
und berechnet mittelst dieser Gleichung (der sogenannten Re- 
cursionsformel) einen Differentialquotienten nach dem andern. Bei 
der zweiten Methode sucht man f^^^ (x) unabhängig von den vor- 
hergehenden Differentialquotienten darzustellen, wie dies z. B. bei 
den Formeln l) bis 7) geschehen ist. Da sich für keine der beiden 
Methoden Vorschriften geben lassen, so dienen die folgenden Bei- 
spiele hauptsächlich nm zu zeigen, wie man in speciellen Fällen die 
besonderen Eigenschaften einer gegebenen Function benutzen musSr 



" §8. 

Beispiele aur recurrirenden Entwickelung höherer 
Differentialquotienten. 

1. Handelt es sich um die successiven Differentialquotienten von 



so differenzirt man zunächst einmal; die entstehende Gleichung 



yi + x* 

midtiplicirt man mit 1 + x*, giebt dem Producte die Form 
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und differenzirt noch (m + 1) mal mittelst der Formel 9) in § 7 ; 
das Resultat lautet: 

{l + x^)f^'^-^^{x) + (m+l\'2xf^'^+'^ix) + {m + l\'2f^^'^(x) 

« a; /•("»+ i)(a;) + (m + l)i/'^'"K^) 
oder 
fm + ^y(x) - - (^*^ + i)^f'"' + 'Kod + (m - l)(m + l) /•<■")(«;) 

1 "Y" X 

Für m « folgt aus dieser Recursionsformel unter Einführung der 
schon bekannten Werthe von f^^^(x) = f(x) und f'(x) 

femer ist für m « 1 , 2 u. s. w. 

/ W 1 + ^2 ]/(T+^' 



u. s. w. 
In dem speciellen Falle a; -» wird die Recursionsformel ein- 
facher, nämlich 

/•(m + 8)(o) (tn - 1) (m + l)/'<'»>(0) 

und daraus erhält man wegen f{0) « 1 und f'(0) — 

/•(n)(o) « (- 1)% »-1 [1 . 3 . 5 . . . (« - 3)]*(n - 1), für gerade n 

/*(»«)(0) = 0, für ungerade n. 

2. Die Function 

f(x) « (a + 5a;«)^ 

giebt bei gleicher Behandlung 

(a + hx*) fix) = 2|[i5a;/'(aj), 

.r^-^.^/^N ft (2f*~2^~2)^/'^"+^K^) + (m+l)(2f.>-m)/^"')(a;) 

^ "^ a + &a;* 

Im speciellen Falle x^O wird bei geraden n 
/<«)(0)=1.3.5...(n-l)^(^-l)(^-2)...(^-[i«-l])a''-^-(26)^-, 
dagegen bei ungeraden n 

/•f") (0) -= 0. 
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3. Um die Function 

fix) « . . ^. , 

mehrmals zu differenzieren, schreibt man erst 



2 a yg + b ^-Va 



multiplicirt mit x^a + ba? und differenzirt vorläufig einmal; nach 
gehöriger Beduction findet sich 

^{ax + }>x^yf\x) + (2a + 3&a;)/*(a;) = 2a. 
Durch (m + 1) nialige Differentiation folgt nun die Recursionsformel 

2jr(a + 2>ic) /•("»+ *>(x) 
-[(2m + 4)a + (4m + 7)M/'^'"+'^(^) + (w+l)(2ni + 3)b/'<''')(4 
Für den speciellen Fall a; -= ergiebt sich wegen /"(O) «= 1 

' ^ ^ ^ ^ 4 . 6 . 8 . . (2w + 2) \a/ 

4. Aus der Gleichung 

erhält man durch einmalige Differentiation 



eine weitere Differentiation liefert (unter Bücksicht auf die Gleich- 
ung selber) 

(«« + ^«x«) f (x) + /S« x/-' (x) - ^« ^« /^(x). 

Nach m- maliger Differentiation dieser Gleichung findet man 
(a*+/3«Ä^)/*("» + «>(^) 
- - (2 w + 1) /3*ar /•<"» + 1> (rr) + {ji? - tn*) jS^ /*("») {x\ 
Für 05 — ergiebt sich bei geraden «: 

/•(n) (0) « |„2 (|i4« - 2*) (|ii* - 4«) ... (^« - [n - 2]*) a*^ - » jS», 
dagegen bei ungeraden fs: 

/•(«)(0) - ^(|ii*- 1«) (ni«- 32) ... (^«- [n - 2]*)a''""/3". 

5. Es sei 

fix) = j (arc siwa;)*; 

man findet dann 

und hierans die Becnrsionsformel 

(1 - X») /•<•»+« (x) = (2« + 1) x/'<'»+i) (x) + m« /•<"> (x). 
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Im speciellen Falle o; — • wird 

/•(•)(0) - [2 . 4 . 6 . . . (n - 2)]«, für gerade n, 
/•(«•) (0) — 0, für ungerade n. 

6. Aus der Gleichung 

f{x) — cos (f* arc sinx) 
folgt, wenn einmal differenzirt, dann mit }/! — x* multiplicirt 
und nochmals differenzirt wird, 

(l-x')f"(x)-xf'(x)^-(.*ax); 
man findet nachher die Becursionsformel 

(1 - x^ /•("»+«>(«;) - (2w + l)xf^'^+'^(x) + (»»*- ^*)/'('«)(4 
Diese giebt im speciellen Falle ä? — 

f(n) (0) « _ ^« (2« - fi^) (4* - f**) . . . ([n - 2]« - ^*), für gerade w, 
/■(»•) (0) — 0, für ungerade n. 

7. Eine ganz ähnliche Behandlung gestattet die Function 

f (x) — sin (f* arc sinx). 
Die Becursionsformel ist hier dieselbe wie vorhin, und für rr >« wird 
/•(«) (0) « 0, bei geraden w, 

/•(») (0) - f* (1* - fi*) (3* - ftO • • • (i^ - 2]* - f*^), bei ungeraden n. 

8. Es sei 

f(x) — (l + ä;*) ^^ cos (jiiarc tanx)\ 

differenzirt man statt dieser Gleichung die folgende 
(l + x^)''^^f{x) — cos (f* arc tanx)^ 

multiplicirt nachher mit 1 + x^ und differenzirt noch einmal, so 
findet man 

{l + x')r(x) - 2 (f,-l)xf^ix) + ii((, -l)f{x) - 0. 
Daraus ergiebt sich die Becursionsformel 
(l + x^)f^^+^^(x) 

2(|ii - m - l)jr/*<"»+*>(ir) - (^ - w) (/i* - w -l)f^'^^(4 

Im speciellen Falle x ^0 wird 

/^»)(0) - (-l)%>(|,i-l)(|i*- 2)... (f4~[n-l]), für gerade w, 

/<«)(0) — 0, für ungerade n. 
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9. Ganz ähnlich lässt sich die Function 

f{x) = (l + x*) ^^' sin (ft arc tanx) 

behandeln. Die Becursionsformel ist hier dieselbe wie vorhin; im 
Fallle a; — ergiebt sich 

/•^'•J(0)-0, für geraden, 

/(»)(0) = (-l)%(»-i)|i*(|ii-l)(f4-2)...(|i*-[w-l]),fftr ungeraden. 

§9. 

Beispiele aur independenten Entwiokeliing höherer 
Differentialquotienten. 

1. Um die gebrochene Function 

1 

zu differenziren, bringt man dieselbe auf die Form 

2a ya — ßx ' a + ßxJ 
und wendet die Formel 2) in § 7 an; man erhält 

j)J 1 \ „ 1-2. 3. ..nß' I 1^ (-1)' ] 

W - p*a?) 2 « 1 (« _ (5a;)»+ 1 ^ (« + ßx) "+» / 

oder auch 

jf,( 1 \ (-l)'^'l-2.3-n/?» f 1 1 1 

W-/SV/ 2« l(/Sx-«)»+i (/Ja!+«)»+»J 

Vereinigt man die beiden Brüche rechter Hand, benutzt im Z&hler 
den binomischen Satz imd U zur Abkürzung, so folgt 

^- (« + l)i (/»^)" + (« + 1), «' (ßx)—* + (m + l)j «* (/S«)«-* + • • • 

2. Mittelst eines ähnlichen Yer&hrens erhält man 

j»i ^ \ _ l-2-3.--«^" 1 1 (-1)' 1 

V-^W 2/S l(«-|Sx)"+i (« + /Ja;)»+»J 
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Setzt man zur Abkürzung 

F- (jSx)»+i + (n + 1)2 «' (jS^)"-' + (n + 1)4 «H^«')"-' + • • •» 
so ist auch 

3. um die Function 

1 

zu differenziren, kann man die Zerlegung 



a^+ß^x^ 2«^-! \ßx-ay^ ßx + aV-l^ 

benutzen und dann wie in Nr. 1) rechnen. Wird hierbei zur Ab- 
kürzung 

U^(n + l),{ßxy-(n + l\a\ßxy-^ + {n + l%a\ßxy-'-- 
gesetzt, so ergiebt sich 

Ein anderes Verfahren ist folgendes. Man führe den Hilfs- 
winkel 09 ein mittelst der Formel 

. a 
09 « arctan-;r-} 
ßx 

aus welcher folgt 

a cc do9 /3 

X ^ — cotoo. dx ^ — — ' .0 } dü9 = — ~5m*a)(ifl?, 
/3 /3 5jn*ü9 er 

und differenzire zunächst die identische Gleichung 

1 1 . 2 

man erhält 



d( g . .0 o I -» -9 5mc9 CO509 ac9 = ^ s*«'o9 Costa dx 



' + ß' 
oder 



^ { Q . ^o ) = — -^ sinken sin 2o9. 
W+Z^^irv er' 

Differenzirt man zum zweiten Male und drückt doo wieder durch 
dx aus, so findet man 



Mehrfache Dififerentiationen v. entwickelten Functionen einer Variab. 45 

und durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens 

Die allgemeine Giltigkeit dieser Formel beweist man mittelst des 
Schlusses von n auf « + 1 , d. h. man differenzirt die vorstehende 
Gleichung noch einmal und zeigt, dass hierdurch entsteht 

die Formel gilt also für den (« + 1)*®" Differentialquotienten 
wenn sie für den n^^ richtig war, und da sie beim ersten 
Differentialquotienten gegolten hat, so ist sie nun successive 
richtig für den zweiten, dritten u. s. w. Setzt man für sin<o 
und (0 ihre ursprünglichen Werthe, so gelangt man zu dem End- 
resultate 

^ ( g . ^o 9 ) =- ^^ — , ^ — ^— s%n \(n + l) arc tan-r-\' 

Aus der Vergleichung der beiden, auf verschiedenen Wegen 
erhaltenen Ausdrücke für denselben Differentialquotienten folgt noch 

-('■+i).^-(»+i).(p)*+(«+.).(i)-.. 

oder, wenn w =» w — 1 gesetzt und wieder w eingeführt wird, 

— — (m)i tanta — (m)^ tan^oa + {m\ tan^co — . . ., 

worin ein oft gebrauchter goniometrischer Satz liegt. 
4. Der w*® Differentialquotient von 

X 



lässt sich gleichfalls auf zwei verschiedene Arten entwickeln. 
Setzt man zur Abkürzung 
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7- (ßxy+' ~ (fi + ^\^'(ßxy-'+(n + l),a*(/5aj)»+«~ ... 
80 gelangt man zu der Formel 



'v+flvi" 



Man kann aber auch, wenn u seine vorige Bedentang behüty 
Yon der identischen Gleichung 

X 1 



zsinmcosm 



ausgehen und findet dann 

oder 
-^ (-rr-sä-J ""-^^ — / —^— — cos] (n + l)arctan^\' 

Durch Vergleichung der beiden auf verschiedenen Wegen er- 
haltenen Ausdrucke für denselben Differentialquotienten folgt noch 

^^ - Wo- (fn\tan^(o + (m\tan^<o 

5. Die identische Gleichung 

1 1 



fuhrt zur Kenntniss des w**"* Differentialquotienten der links stehen- 
den Function; man wendet hierbei die Formeln des 3. Beispiels 
so an, dass man 

und zugleich — \- x fui x setzt, wodurch sich dx nicht ändert 
c 

Macht man Gebranch Yon der Abkürzung 
S - (« + 1), (6 + ex)' - (n + l)s (ac - 6*) (b + ex)—« 

+ (n + l)s (ac - b*y (b + ex)'-* -■-, 
so ergiebt sich 

\a + 2bx + cx'J (a+2bx + 03^'+^ 
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Falls ac -—h* positiv ist, kann man analog der zweiten 
Methode in Nr. 3) verfahren; wird nämlich 

, Vac - b* 

00 -* arc tan — -— 1 

+ ex 



Yac — h^ h + ex 

sm (0 ■» — : — 1 cos <o ^ 



yc(a + 2bx + cx^) yc(a + 2hx + cx*) 

gesetzt, so findet sich 



\a + ibx + cx'J 



6. Aus der identischen Oleichung 



+ ex c 



a + 2hx + cx^ ae — V 



-+e+')" 



erhält man nach Nr. 4), wenn die Abkürzung 

T^(b + exy-^^ - (« + l)i {ae - h^) (h + cx^'^ 

+ (n + l\(ac - h^y(h + cxY"^ 

eingeführt wird 

/ h + ex \ _ ( ~l)n.2.3«.-tir 
\a+2hx + exV ** (a + 2 6a; + cx^Y+^ * 
Im Falle ac — 6* positiv ist, kann man die zweite Methode 
in Nr. 4 anwenden; sie giebt 



\a + il>x + C3?J 



7. Nach der Regel für die Differentiation der Producte findet man 
L''{f*coshx) 

- {Wo ^" - Wi «*•""* ^* + {n\ a»-H* ) e«* cöä^ä 

- IWi a"~^ ft - Wa a»- » 6» + . • . j ^* s»ti 6a;. 

Ein anderer Weg zur Entwickelung desselben Differential- 
qnotienten ist folgender. Man fähre zwei Hilfsconstanten e und 
^ ein mittelst der Gleichungen 
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aus denen folgt ^ 

a '^ c cos^j 6 — c sin^'j 
statt der Formel 

D (c"' cos hx) ^ (f* (a cos hx — h sin hx) 

lässt sieb dann schreiben 

J){f*coshx) = Cef"' cos (hx + %). 

Durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens erhält man 

die Formel 

D*(e^'coshx) = €''&''' cos (hx + «0"), 

welche mittelst des Schlusses von n auf n + 1 zu beweisen ist. 

Vergleicht man die beiden für B'^^e^* coshx) erhaltenen Aus- 
drücke, setzt in der entstehenden Gleichung a; =- und h = atan^^ 
so erhält man dieselbe goniometrische Formel' wie am Schlüsse 
von Nr. 4. 

8. Die höheren Differentialquotienten von e*** sinhx lassen 

sich gleichfalls nach den vorigen zwei Methoden entwickeln. Die 

erste giebt 

V(€f'' sinhx) 

= IWoa"- {n\o7'-^h^+ (fiXa-^-^W )e«* sinhx 

+ { Wi a**""^ ^ - (n\ a'^-n^ + ) e«* coshx-, 
nach der zweiten Methode erhält man 

D''(€f' sinhx) == c''ef"sin(hx + w^), 
wo c und d- dieselbe Bedeutung haben wie in Nr. 7). 

Vergleicht man die beiden für D'*(€^' sinhx) erhaltenen Aus- 
drücke, setzt in der entstehenden Gleichung x ^ und h = atan^^ 
so kommt man auf die in Nr. 3) gefundene goniometrische Belation 
zurück. 

§ 10. 
Allgemeine Theoreme über höhere Differentialquotienten. 

1. Um die höheren Differentialquotienten von F i—j zu ent- 
wickeln, setze man für den Augenblick 






es ist dann 
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^^U _dF(y) dy_ J"(») \ 
dx dy dx ^ ^ x^ 

wobei F\y) so berechnet wird, als wenn y eine xinabhängige 
Variabele wäre; zufolge des Werthes von y ergiebt sich dann 

Eine nochmalige Anwendung desselben Verfahrens liefert 

\xJ x^ dy dx x^ \x/ 

oder durch Wiedereinsetzung des Werthes von y 

Auf diese Weise fortgehend erhält man der Eeihe nach 

In den bisherigen Formeln scheint sich folgendes Gesetz auszu- 
sprechen: 



^ („-.)(;-;).(.X ^..-.,(l)^...), 



man soll dasselbe mittelst des Schlusses von n auf n + 1 beweisen, 
a) Hiemach ist z. B. 

+ (l^-l)(t^-2).(n),@" +. 

h) Wählt man die Function F(y) so, dass sich 2)"2^(-j 

direct (d. h. ohne Hilfe der allgemeinen Formel) entwickeln lässt, 
so gelangt man nicht selten zu bemerkenswerthen - algebraischen 
oder goniometrischen Sätzen. Z. B. für 

Sohlömilch, Uebongsbnch I. 4. Aafl. 4 
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F(y)~arctany, -F'(y)-jq7^. 

VöTTy \ y) 

ergiebt sich 

^,^m _ (-l)M.2...(n-l)^./^^^^^^^lV 
\xJ y{x^ 4. i)»» \ ir/ 

wendet man nun die allgemeine Formel an, indem man schreibt 

lind setzt man schliesslich arc tanx » 0, so erhält man 

sin^dsinn(j7t — 0) 

«= (n)i C05Ö smö — (n\ cos^d sin2d + (n\ cos^d 5m 3 — • • . 

Die Annahme F(y) «= |-Z(l + y^) führt bei gleicher Behand- 
lung zu dem entsprechenden Satze 

sin'^dcosn^^Tt — 0) 
= («)j — (n\ cosd cosd + (n\ cos^d cos 20 — (n\ cos^d cos Sd + . . • 

2. Setzt man fiir den Augenblick rc*— y, so erhält man 

dx dy dx 

oder 

I>F{f)^2xF'{x^); 

die mehrmalige Anwendung desselben Yer&hrens giebt 

J)^F{3?) - {2xyF" (x«) + 2F'(a:«), 

D^FCx«) - (2xyF'"(f) + 6 • 2xF"{i^), 

V^Fif) - (2xyF'^{x^) + 12 (2x)«J?""(x*) + 12 JF"(x«), 

D6jP(a;») - (2xfF^{x^) + 20 (2a!)»F^^(a;«) + 20 • 2xF"'(x'), 

imd in diesen Gleichungen erkennt man inductorisch das Gesets 
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_^ n(n-l)(n - 2) (n - 3) (,,),_. j.c,-,)(,,) 

+ >'(>»-l)-(>'-5) (2^).-ep(,-,)(^ + ...^ 

-«reiches mittelst des Schiasses von n auf n + 1 zu beweisen ist. 
a) Beispielsweise hat man nach dieser Formel 

^ \« + ßx*) 
(-l)»1.2...n(2/?a;)» | 5±^* .„_2^ feLl^^V-...] 

Ersetzt man die Grössen a^ ß^ x durch 
ac — h^ h , 

-was auf dx keinen Einfluss hat, und führt man die Abkürzung ein 
c(a + 2bx + cx^) 



so erhält man 



4.(h + cxy ""'*' 



\a + 2hx + cxV 

«== ^^ — / . ^x — . 9N,. 1 1 ~ (w — 1). w + (w — 2).tt* } . 

(a+ 2 6a; + caj*)"+^ * ^ /i • v /i / 

h) Die allgemeine Formel für D^F(pi?) liefert femer 

Ky/u + ßi^) 

_ (-l)»l-3-5 •■■(2n-l)(/?a;)'' f f>(w-l) « + )3a!« 
■ - l/(« + /3a;«)«»+i 1 2(2« -1) /Sa;» 

«(«-!)(«- 2) («-3) / « + jSx' Y I 
■*" 2. 4(2« -1) (2« -3) \ /?«* / ■")* 

Benutzt man hier die nämlichen Substitutionen wie im vorigen 
Beispiele und setzt zur Abkürzung 

c{a -^ 2 &a; + cic*) 

{b + cxf "' 

so erh&lt man 

4* 



52 Mehr£Eu;he Differentiationen v. entwickelten Functionen einer Yariab. 

^,/ 1 . _ \ (-1)^.3 ♦■■ ( 2n~l)(6 + crgW n(n-l) ^ 

\}/a+'26x + cxV }/(a + 2 6^ + ci2)2».+i [ 2(2«-l) 

^(n-l )(ti-2)(n-3) _ | 
^ 2 .4(2w- l)(2w~3) * '] 

Diese Formel gestattet eine bemerk^nswerthe Umwandlung. Aus 
der Oleichung 

(Z^ - l)n - z^n _ (^)^ ^2„^2 _^ (^)^ ^2—4 

folgt nämlicb, wenn e als unabhängige Yariabele angesehen wird, 
D-.[(.«-l)-] = (n + l)(»» + 2)...(2«).-{l-^^^l 



+ 



n(n- l)(»^— 2) (n — 3) 1 



2 .4(2n-l)(2w- 3) ^ 
beachtet man erstens die identische Oleichung 

/ . 1^/ .o^ ^o ^ ^ ' 2 ■ 3 ... ( 2yi) 1 . 2 » 3 »■ . (2n) ^ 

(« + 1) (« + 2) . • • (2w) = -— — - — - — -- — - = - — - — )— -( 2 

"^^^^^ ^ ^ 1.2.3..-W 2.4.6...(2w) 

und setzt man zweitens rechter Hand 

h + ex 



« ■ 



so wird -g «=» t; und die eingeklammerte Summe identisch mit der 

nach Potenzen von v fortschreitenden Eeihe; dies giebt folgende 
Belation 

nn ( ^ \ = (-l)n|/^n _^^^ ^ 

wobei nach geschehener Differentiation in Beziehung auf der für 
z angegebene Ausdruck zu substituiren ist. Hieraus folgt spe- 
cieller, wenn nach ausgeführter Differentiation a; *= gesetzt wird, 

{^••(i^rrlSTs)!,,- ^-^'^' K" - '«■ 

c) Die allgemeine Formel fOr I)'F(x'') liefert ferner 
^(^ + l)...(li-n + l)(2ßx)'' f w(w-l) « + ^0^ 

n(t.-l)(n-2)(«-3) ( a+ßxy | 

"*"l.2(ft-» + l)(|tt-w+2)\ 4(Sa;* / '^■"1 
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Setzt man zur Abkürzung 

n(n - 1) (n - 2) ' " (n - [2k - Ij) 



A,^ 



1 . 2 . . . Ä; (|ii - M + 1) (|x - w + 2) . . . (fi - w + Ä) ' 
c(a + 2hx + cx^) 



4:{b + cxy 
so erhält man aus der vorigen Formel 

B''(a + 2hx + cx^y 

{a + 2bx + cx'Y-^^ Vl+A^+^2« +•••> 

Bemerkenswerth ist der specielle Fall a = l, 6 — 0, c = — 1, 
n = m — 1, (i = m — ^, welcher giebt 

Für X ^ cosco lässt sich die eingeklammerte Eeihe mittelst der 
Formel 3) in § 9 

/\^ /N.Q ./\^^ sinmco 

Summiren, und es wird nach Restitution von co = arccosx 

2)1)1-1(1^ __^2Am-%^\ i \ ^stnOmarccosx). 

^ ^ m ^ ^ 

d) Wählt man F{y) so, dass D^F(x^) unabhängig von der 
allgemeinen Formel entwickelt werden kann, so gelangt man zu 
irgend einem algebraischen oder goniometrischen Satze. Im FaUe 

erhält man z. B. 

(x + iy+ (x-iy 

(2xY 

r 4a;2 + 1.2\4:x^) 12.3 \ 4x^ ) ^'' 

oder wenn 

x^—1 . . 1 
5 — *= z mithin x •= 



gesetzt wird, 
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(1 + vT-g)» + (1 - yT-l)" 

worin der Coefficient von (^;er)* durch den Ausdruck 

n(n - Ä; — 1) (n - Ä; ~ 2) • ■ • (n - 2Ä; + 1) 
1.2. 3. .Ä; 
gegeben ist. 

Differenzirt man die vorige Gleichung in Beziehung auf z und 
lässt nachher n -f 1 an die Stelle von z treten, so findet man leicht 



-=^©+0^=!^©' 



2»l/l-0 

(n __ /C\ in — f^\ fn — PC\ / aV 



(n - 4) (n - 5) (n - 6) / A» 



12.3 

Zu ähnlichen Sätzen führt die Annahme 
F{y)==l{l + y), 
und zwar ergiebt sich, wenn nach Ausführung aller Differentiationen 

arctan — = 

X 

gesetzt wird, 
2 f05 n = (2 cos ey - T (2 ^^^ 0)«-2 + ^'^^""^^ (2 co5 0)»-* 

« (n — 4) (« — 5) ,„ a\ e . 
~ 1-2-3 ^^ co50)-«+ . . . 

Hieraus folgt noch durch Differentiation in Beziehung auf 
sinnd .^ Ax 1 n — 2 



>— 3 



stn 



g^ = (2 cos0)»-i — (2 CO5 0)« 

, (w — 3) (w - 4) . ^. . 
+ -^ :^ ^ (2 cosdy-^ 

3. Durch mehrmalige Differentiation von F(yx) erhält man 
folgende Gleichungen 

DWS)»^::^^- 2-^, 
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' (2ya;)8 (21/x)* {^^xf 

, , r--. -F^^(V^) F"'(V^^ F"{Vx) FHVx\ 

^ ^ (Q)/»)* (2V^)5 (^l^xf {^}/xf 

die zu der inductorischen Formel führen 

^ ^ (2Vx)» 1 (2Vx)»+i 

(w + l)«(w-l)(w-2) .FC-gCl/^) 
1-2 (21/^)»+« 

diese ist mittelst des Schlusses von n auf n-\-\ za. beweisen. 
a) Hiemach ergiebt sich z. B. 

( — 1)»1- 2 •••«/?" I n-1 K + jSyx ' 



(n + l)(w-2) /«+^ Y 

wobei die Coefficienten unter der Form 

(n + A; - 1) (t^ + fe - 2) . . » (n + 1) (n ~ Ä;) 
1. 2 . 3 ...Ä; 

enthalten sind. Das obige Eesnltat lässt sich noch dadurch etwas 
verallgemeinern, dass man jS durch (SVo und zugleich x durch 

~'\- X ersetzt. 





h) Macht man Gebrauch von den Abkürzungen 
a + ßVx 



(n + k - 1) {n + k - 2) ' " n{n - 1)," ' (n - h) 
* "" 1 . 2 . . . Ä (|x - w + 1) (iii - w + 2) . . . (ft - w + fc)' 



w — 



2ßYx 
so findet man mittelst der Formel für 2>«i^(]/J) 
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Ein hemerkenswerther specieller Fall hiervon ist 

c) Wählt man -F(y) so, dass D^Fd/i) unabhängig von der 
allgemeinen Formel entwickelt werden kann, so gelangt man zu 
einem algebraischen oder goniometrischen Satze. 

Ein Beispiel hierzu liefert die Annahme 

,». ^^., F(y)-1?(/-1), 

welche giebt 

i.a)(,)-(_l).-.3.4...(.-i){^ + ^), 

JP(l/;)-i?(^-l), I>F{V-x)~\.^ 
f u. s. w. 

und schliesslich, wenn nach Ausführung aller Differentiationen 

\u — vJ 
gesetzt wird, 

(u + vy « w'» + v« + {n\ (m'»-^ + t;«-^) 



u + V 

2 



+ (n + l),(«'-^+f-*)(^) + -- 

... + (2«-2),.,(« + .)(^P 
Nimmt man dagegen 

J'(y)-iU3''+i), 

und setzt nach Ausführung aller Differentiationen 

arctan—= = Ö, 

so erhält man die goniometrische Formel 

A ^ ./ \ cos(n — 1)0 , . . . cosOn— 2)6 . 

... + (2«-2)„_,- ^''^^ 



(2cos0) 



i«-i 
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4. Diirch mehrfache Differentiation von F(x^) erhält man die 
Gleichungen 

D«F(x^) - l(i - 1) x'-*F'(x^) + lH»^-^F"{x>-), 
D»F(x^) = i (A - 1) (i -- 2) a^-»F'(ic^) + SX\l - 1) 3?^-^F"{x^) 

+i8a;8^-»F"'(ic^), 

Hieraus ist ersichtlich, dass D^FiiPj folgende Gestalt haben muss 
D-FCic^) ^\{C^3^F'{3^) + C^x'^F" {x') + C^x^^F'" (x^) + •■■], 

00 

worin (7^, Cg, Cg, gewisse Coefficienten bedeuten, die nur von X 
und w, nicht aber von x und der Natur der Function F abhängen. 
Zufolge des letzteren Umstandes kann man jene Coefficienten da- 
durch ermitteln, dass man für F{pi^^ eine Function wählt, deren 
Differentiation direct (d. h. ohne die obige Formel) möglich ist, 
und nachher das Resultat mit der allgemeinen Formel vergleicht. 
Zu dem erwähnten Zwecke eignet sich z. B. die Annahme 

F{y)^{l-t + tyy, 
worin t eine beliebige Constante sein möge. Benutzt man zur 
Abkürzung das Symbol 

f* (fi - 1) (^ - 2) . . . (ft - Ä + 1) « M, 
so erhält man aus der obigen Formel 

xnj)'' (1 — ^ + tx^y 

= C, [w] x^ (1 - # + tx^y-H + C^ [n] x^^ (1 - ^+ tx^y-H^ + • • • 
Andererseits ist f{^) ^ {l^ t + ta^y 

« (1 - ty + {n\ (1 - 0'*-' tx' + in\ (1 - 0'"' ^'^'^ + • • • 
und durch directe Differentiation 

x^B'' (1 - ^ + tx^y 

= {n\ [A] (1 - ty-^ tx^ + {n\ [2^ (1 - ty-^ t^x^^ + • • • 
Die Vergleichung der beiden, auf verschiedenen Wegen er- 
lialtenen Resultate giebt eine Gleichung, die für jedes x und t 
richtig sein muss; setzt man in ihr zur Vereinfachung aj«=l, so 
lautet sie 1 2 s 
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Entwickelt man rechter Hand (l — O'*""^? (^ "~ 0'*'~^ ®^^- ^^^ 
ordnet Alles nach Potenzen von f, so erhält man durch Ver- 
gleichung der Coefficienten von f, ^^ ^^ etc. 
1 " 

^8 -^ ^rlr^ {[3A] - 3 [2k] + 3 w), 

und überhaupt 

^*" 1.2^-fc {^^^om ~ (Ä)i[(*-i)A]+(Ä),[cfc-2)A] -...)• 

Um das Eesultat möglichst einfach darstellen zu können, setzen wir 

X*= ik\[U] - (Jc\[(k - 1)A] + WaCCA^ - 2)A] 

und haben dann 

Beispiele zu dieser allgemeinen Formel sind: 

rcM 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3^ ) ' 
Gelegentlich ei:geben sich hieraus Eigenschaften der Grössen 
Xj, Xg, etc. Setzt man nämlich im ersten Beispiele a = und 
differenzirt linker Hand direct, so erhält man 

n 
[Xfl] == (fi)i Xj + (^)2 Xg H h (fA)nX„. 

5. Differenzirt man die Function F(&^) mehrmals nach ein- 
ander, so gelangt man zu folgenden Gleichungen 

B^F{e^) = c*i^'(e*) + 3e2*i^"(e^) + e8'F'"(e*), 
deren allgemeine Form ist 
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Um die von x und J^(e*) unabhängigen Coefficienten (7^, Cg, etc. 
zu bestimmen, wenden wir die vorliegende Formel auf den Fall an 

F{y) « (1 - i + tyY 
und erhalten 

1 2 

Andererseits ist 

und durch directe Differentiation 

- Die Vergleichung beider Resultate giebt, wenn zur Vereinfachung 
rc = gesetzt wird, 

woraus durch Anordnung nach Potenzen von t folgt 
1. 2 



^2 -"^r-^ IS'»" 2.1«}, 



12.3 



^8=-7-^7-t{3'*-3.2«+3.1») 



und überhaupt 

c* = YT^^::^ { Ä» - (äX (fc - 1)» + (Ä), (Ä - 2)' - - . . }• 

Setzt man zur Abkürzung 

Et = (fc)o Ä» - (Ä)i (Ä - 1)» + Qc\ (Ä - 2)» , 

SO hat man die allgemeine Formel 

Beispiele hierzu sind: 
2)-(. + .')--(« + «-)'{0.),25,(j^) + 0.).ii(^)'+...j, 
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Aus der ersten dieser beiden Formeln wird für a = 

worin eine Eigenschaft der Grössen E^^ E^^ etc. liegt. Substituirt 
man hier die Werthe 

ordnet Alles nach Potenzen von (i und vergleicht die beiderseitigen 
Coefficienten von jn, ^V * * f*% ^^ erhält man noch n specielle Re- 
lationen. Die erste derselben ist für n > 1 

— fi\ — 2^2+ i-^3 » 

und die letzte 

En 



1.2...« 

d. i. vermöge des Werthes von En 

(n\n^ - (n\ {n -- ly + {n\ {n - 2)^ ^ 1 . 2 . 3 .•• w. 

Durch die Formel für D^F{e') erledigt sich auch die Diffe- 
rentiation aller Functionen von den Formen f{cosx\ f(sinx)^ etc., 
weil (nach der Lehre von den Functionen complexer Variabelen) 
cosx^ sinx, etc. durch Exponentialgrössen ausgedrückt werden 
können. 

6. Differenzirt man F(lx) mehrmals nach einander, so erhält 
man die Oleichungen 

BFilx)^l-F'{lx), 

X 

D*FQx)~^{F"(lx)-F'{lx)}, 

D'^FQx) -= \ {F"'{lx) - 3F"{lx) + 2F'(lx)}, 

X 

welche auf das allgeineine Bildungsgesetz 

DoFQx) = 4 { CoF^''\lx) - C^F^'-'^lx) + C^F^^-^^lx) -■■■} 

X 

hinweisen, worin die Coefficienten C^, (7i-..(7„_i unabhängig 
von X sind. Zu ihrer Bestimmung dient die specielle Annahme 
F{y) ^ e^^v^ F(lx) ^ x~\ bei welcher^alle angedeuteten Diffe- 
rentiationen ausführbar werden; die entstehende Gleichung 
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A(X + l)(^+2)...(A + w-l) 

giebt zu erkennen, dass man durch Ausführung der angedeuteten 
Multiplication combinatorische Formeln für die Coefficienten Cq, 
Cj, Cg, etc. aufstellen kann. Es folgt nämlich 

C, = l+2 + 3 + ... + («-l), 
C2=1.2 + 1.3+1.4 + ...+l(«-l) 

+ 2.3+2.4H (-2(«-l) 

+ 3-4-1 |-3(«-l) 



+ („_2)(«-l), 

u. s. w. 

überhaupt ist Cj die Summe der Zahlen 1, 2, • . . (w — l), Cg die 

Summe der aus den letzteren herstellbaren Combinationen zu je 

zweien (ohne Wiederholungen), wobei jede solche Ambe als Pro- 

duct angesehen wird, femer ist C^ die Summe der auf gleiche 

Weise gebildeten Temen u. s. w. Diese Combinationsreihen lassen 

sich zwar summiren z. B. 

n(n^l) ^ ^(n-~l)(n^2)(3l^-l) 
^ — 1? W 2 2 ^ » ••• 

jedoch ist das Bildungsgesetz von C^, Cg, auf diesem Wege nicht 
zu entdecken*. 

Dagegen kann man die erwähnten Coefficienten recursiv be- 
rechnen, wie sich folgendermassen zeigen lässt. Unter I\, Pgj -^sj • • • 
mögen die Ausdrucke verstanden werden, die aus C'i, Cg, Cg, • • • 
hervorgehen, wenn w + 1 an die Stelle von n tritt, mithin 

r„ = i, r, = i + 2 + 3 + .... = ÖL±i>, 
r,,i.2+i.3 + - + (^-i)n = ("+/)<^-^)(^^ + ^), 

. ^ , u. s. w., 

es ist dann 

(X + l)(X + 2)(^ + 3)...(A + n) 

»-2. 



:roA« + riA— i + rgX^-2+...+r, 



* Der Verfasser hat dasselbe nach einem anderen Verfahren ge- 
funden, 8. „Compendium der höheren Analysis" Theil II, S. 23. 
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A + w 
Setzt man A — 1 für X und mnltiplicirt beiderseits mit — - — j so 

erhält man 

(A + l)(A + 2)(A+3)...(A + w) 

Die linken Seiten dieser beiden Gleichungen stimmen überein, 
folglich müssen aucJh die rechten Seiten gleich sein; entwickelt 
man nun (A — l)", (A — l)"""^ etc. nach dem binomischen Satze 
für ganze positive Exponenten und ordnet Alles nach Potenzen 
von A, so gelangt man durcfi Vergleichung der Coefficienten 
gleicher Potenzen von A zu der Eecursionsformel 

+ i{Sn + k) {n -^ k + S\n^s , 

woraus sich für Ä = 1, 2, 3, • • • der Reihe nach die Werthe von 
^n-^2»-^8» ••• ergeben. 

Für F(t/) = y^ erhält man bei umgekehrter Anordnung der 
Summanden 

+ P{P- 1) (P - 2) Cn-s(lx)P-' }. 

Ist p eine ganze positive Zahl, so müssen die Fälle p> n und 
p ^n unterschieden werden. Im ersten Falle enthält die Eeihe n 
Glieder, im zweiten Falle verschwinden alle diejenigen Glieder, 
bei welchen die Anzahl der gemachten Differentiationen mehr als 
p beträgt, und es bleibt daher 

BnQx)P^^—^^—{pCn^^(lx)P-^-p(p-l)Cn^2{lx)P-^+^>^ 

Daraus folgt z. B. wenn (Ix)p kurz mit f(x) bezeichnet wird 
fin) (1) _ (._ ly+p 1.2.3...!? Cn^p, n^p. 



Capitel III. 



Differentiation tou Gleichungen zwischen mehreren 
Yariabelen. 

§ 11. 

Beispiele zur Differentiation unentwickelter Functionen 

einer Yariabelen. 

Wenn zwischen zwei veränderlichen Grössen x und y eine 
Gleichung von der Form 

besteht, so weiss man im Voraus, dass y eine Function von x 
sein muss, deren Natur aher so lange unhekannt bleibt, als man 
die gegebene Gleichung nicht nach x aufgelöst hat. Trotzdem 
kann die Gleichung differenzirt werden, wobei einfach zu berück- 
sichtigen ist, dass eine Aenderung des x eine gleichzeitige Aen- 
derung des y zur Folge hat. Man erhält dann eine Gleichung 

dy 
zwischen x, y. dx und dy^ aus welcher sich -- finden lässt. Durch 

ax 

mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens können auch die 

d^y d^y 
weiteren Differentialquotienten -i— gi -r— gj etc. entwickelt werden. 

Beispielsweise sei die gegebene Gleichung 
Äx^+By^+2Cxy + K'^0. 
Nach einmaliger Differentiation ergiebt sich 

4 

2Äxdx+ 2Bydy + 2C(xdy + ydx) ^ 

und hieraus folgt 

dy Ax + Cy 

'dx^ "^ By + Cx' 
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Differenzirt man wieder diese Gleichung, so erhält man nach einer 
kleinen Beduction 



dx^" {By + CxfV ^dx) 
und zufolge des vorigen Werthes von 



{By + Cxy 

dy 
dx 

^ {AB - C^) {Ax^ -\-By^+2 Cxy) 

dx^ {By + Cxy ' 

oder kürzer 

^ {AB - C^) K 
dx^ ^ {By + Cxy ' 

Eine fernere Differentiation liefert 



^y ^ 3{ AB-C*)E / dy \ 
dr^ (By + CxY \ dx'^ ) 



{By + Cxy 
es Werthes 
d^y Z{AB-C^fKx 



dy 
und durch Substitution des Werthes von -- 

dx 



dx^ {By + Cxy 

Wie man dieses Verfahren fortsetzen kann, dürfte unmittelbar ein- 
leuchten. Da sich im vorliegenden Beispiele die ursprünglich ge- 
gebene Gleichung nach y auflösen lässt, so ist -hier eine Probe 
auf die Eichtigkeit der gefundenen Differentialquotienten möglich. 
Weitere Beispiele sind folgende: 

1) x^— 3ciCt/ + 2/^« 0; 

dx ex -— y^ 

d^y __ 2 (a?^ — 3 cxy + y^ + c^) xy 2c^xy 

d? ■" {ex -yy x^^ - y^^ 

2) x^-bCxy^+y^^O-, 

^^ _ Cy — a;^ 

dx Cx — y^ 

d'y _ (2 C^ + ^x^y^) {x^ + 2/^) + 2 G'^xy - 14 Gx^y^ 
dx^ ~ {Gx ~ y'f 

_ 6G{2G^ + xY)xy 

^ {Gx-yy 
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3) V'^cH^ + y^^'^^'-c; 

dy ^ a;(|/^M^^ + V^^ " y^) ^ c^x 

d^y _ cV2/-3(^a;^) 

Hier kann man die gefundenen Formeln dadurch verificiren, das* 
man die gegebene Gleichung nach y auflöst und das erhaltene y 
direct differenzirt. 



4) V{x + yy + y{x^yy^C', 

dy_^_ Vsö'+y + Yx~—y ^ _^ x +yx^—y^ 

dx ^ Yx + y - yx~-^ y 

^y 2a;»+(2a;^+^')V'^^-t/^ 

dx^ "" y^y^ZTf 

5) (ic»+3/2)2_2(^aj2 + ^^2) 

dy_^_ x{x^ '\' y^ — Ä) 
dx ylx^J^y^^B) 

Um bei der .Entwickelung des zweiten Differentialquotienten Weit- 
läufigkeiten zu vermeiden, benutze man die Abkürzungen 

s^x^ + 2/^ 

dx ^' dx ' 
es ergiebt sich dann 

dPy (5 -^) {s-B) (y ^ xi/) + (Ä^B) xyä 

dx^^ y^is-By 

Aus dem Werthe von y' und unter Rücksicht auf die Gleichung 

s''^2{Äx^ + By^) 

erhüt man femer 

, 4x' + By^ 

y — xy ^ —7 ^Ä-» 

y(s-B) 

tmd durch Substitution dieser Ausdrücke 

fy_ (s -Ä)(s- B) (Äx^ + By") + 2 (^ - Sfx^y^ 

dx^~ }f^(s-By 

SohlOmilcb, üelungsbuoh I. 4. Aufl. 5 
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Hierin ist 

(s-Ä){s-B) 

-s*-{A + B)8+'AB = 2 (Ax*+By*) -(Ä+B) (x*+ f) +ÄB^ 

mithin 

cPp (Ä - B) (Äx^ - By^) (x^ + y«) + ÄB(Ax^ + By^) 

dx^^ y^{s-By ' 

oder endlich, wenn Äx^ + By^ ^ \ (x^ + y^y gesetzt wird, 

fl (x^ + f) [A{A-{B)x^ + B{B^ \Ä) y^l 

dx^^ y^{x^+y^-Bf 

Da sich die gegebene Gleichung nach y auflösen lässt, so können 
die erhaltenen Differentialformeln verificirt werden. 

6) ey+ ax^e-y— 26a; « 0; 

dy _ 2(b — ax e-y) 1 
dx . e^— ax^e^y x^ 

dies ist sehr leicht zu verificiren. 

7) 1; (a;2 + ^2) - ?o = arc tan -^, 

X 

dy ^ x + y (Py ^ 2 (x^ + y^) 
dx x — y dx^ (x — yy 

8) Yx^ + 2/^ — c arc tan — • 



Wird zur Abkürzung yx^+y^^r gesetzt, so ergiebt sich 

^y cy + xr 



-? 



dx ex ■— yr 

d^y ^ (2c^+r^)f^ 
dx^ (ex — yry . 

9) {x^ + y^)arctan^^c\ 

X 

Benutzt man wieder die vorige Abkürzung, so erhält man 

dy ___ yr^— 2c^x 
dx xr^+ 2c^y 

d?ll _ 2^V(r^-4c^) 
dx^ "" (xr'+ 2chjy ' 
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10. Setzt man abkürzend 



-y' 



so kann man aus der Gleichung 

c , . y Vx^ + y^—c^ 
arc cos , + arc tan - ■= 

die folgenden zwei Relationen ableiten 

x + y^ c 



y-xy' y^2^y2_^ 

(x^+y') f+{y- xy^) (1 + y^) ^ c(a? + y^) 

Allgemeine Bemerkung. Die in den vorigen Beispielen 
ausgeführten Rechnungsoperationen lassen sich in allgemeinen Sym- 
bolen darstellen, wenn man von dem Satze Gebrauch macht, dass 
das totale Differential einer Function zweier Variabelen gleich ist 
der Summe von den partiellen Differentialen derselben Function, 
also, falls z eine Function von x und y bedeutet, 

. d0 dz 

dz = — dx H dv. 

dx ^ dy ^ 
Aus der Gleichung 

f(x^ ^) =« oder kurz /" = 
folgt hiemach 

dx dy 

mithin o ^ 

dy dx 

di dT 

dy 
Differenzirt man von Neuem, wobei zur Abkürzung 

sein möge, so erhält man 



'©- 



2* 



und durch Division mit dx 
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dx* "" q^ 

Nach Substitution des Werthes -r- — wird hieraus 

dx g 

dx' " q^ *' 

setzt man hier die Werthe von ^, $ ein und beachtet, dass die 
Ausdrücke 

dq av ^ dp av 

«■ UDd — =» 

dx dxdy dy dydx 

gleich sind, so gelangt man zu der Formel 

ä^y __ \<:^y/ gx^ ay dx' dxdy \dx) dy^ 

Auf diesem Wege kann man weiter gehen. Für den praktischen 
Gebrauch ist es übrigens yortheilhafter, die Eechnung (wie in den 
Beispielen) für jeden Fall besonders zu machen, einmal, weil man 
das Nachschlagen der allgemeinen Formeln spart, und andererseits, 
weil sich nicht selten vermöge der speciellen Form der Gleichung 
f{x^ y) = Abkürzungen bei Zeiten anbringen lassen. 



§ 12. 

Beispiele zur Differentiation unentwickelter Functionen 

mehrerer Yariabelen. 

Wenn zwischen drei veränderlichen Grössen x^ y^ z eine 
Gleichung von der Form 

F{x,y,z)^0 

besteht, so weiss man im Voraus, das » eine Function von x und 
y sein muss, deren Natur so lange unbekannt bleibt, als man die 
Gleichung nicht auf z reducirt hat. Um ohne diese Auflösung die 
partiellen Differentialquotienten 
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dx dy 

dx^' dxdy dy^' 

zu finden, differenzirt man die Gleichung F(x^y^ 0) ^^ erst in 
der Art, dass man nur x und z als Variabele, y dagegen als Con- 
stante ansieht; man gelangt dann zu einer Gleichung zwischen x^ 

dz 
2/, z. dx und dz. aus welcher sich -— ergiebt. Sieht man dagegen 

dx 

y als Constante an, so führt eine ähnliche Eechnung zur Kenntniss 

dz 
von — Durch weitere Differentiationen in Beziehung auf x oder 
dy 

y findet man die übrigen Differentialquotienten. Ganz analog ist 
das Verfahren zur Differentiation unentwickelter Functionen von 
drei oder mehr Variabelen. 

Beispielsweise sei die gegebene Gleichung 

2 axz + 2lyZ'\' cz'^+'k^O, 

Differenzirt man zunächst unter Voraussetzung eines constanten ^, 
so erhält man 

a(xdz + zdx) + hydz + czdz---Oy 
mithin 

dz az 



dx ax + hy + cz 

Auf gleiche Weise ergiebt sich bei constantem x 

dz hz 

dy ax + 'by + cz 

dz 

Wird nun t— partiell nach x differenzirt, so folgt 

dx 

d^z a 

dx^ {ax + hy + czy 

dz 
oder vermöge des Werthes von — 

€ X 

d^z _a^(2axz+ 2'byz + cz^) 
dx^ "^ (ax + hy + czf 
wofar kürzer geschrieben werden kann 

d^z ^ a^h 

dx^^ (ax ^-hy + cz)^ 



[az-iax^-hy)-^^ 
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dz 
Durch eine sehr ähnliche Eechnung ergiebt sich, indem — partiell 

nach y differenzirt wird, 



,3 



dy^ {ax + hy + cz) 

dz 
Wird dagegen -r- nach y difförenzirt, so entsteht die Formel 
dx 



d^z a 



\l,^(ax + ly)^^\ 



dy dx {ax -^ly + czf l ^ dy . 

ab(2axz + 2hyz + cz^) 
(ax + hy + czy 



oder 

d^z ahk 



dxdy {ax + by + czf' 

dz 
dasselbe erh&lt man, wenn -r- nach x differenzirt wird. Wie man 

dy 

auf diese Weise alle partiellen Differentialquotienten von z ent- 
wickeln kann, dürfte unmittelbar einleuchten. Die totalen Diffe- 
rentiale von z ergeben sich nun mittelst der bekannten Formeln 



sie sind im obigen Falle: 



z(adx + hdy) 

ax + hy + cz 

k(adx + hdyy 

(ax + hy + czy 



jß _ k(adx + hdyy 



Da sich hier die ursprüngliche Gleichung zwischen x^y^z nach «^ 
auflösen lässt, so können die gefundenen Eesultate leicht verificirt 
werden. 

Nach der angegebenen Methode sind folgende Beispiele zu 
behandeln: 

1) z^+^(ax + hy)z'\^c^^O', 

dz az dz hz 

dx ax + hy -{• z^ dy ax + hy + z^'^ 
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a^ 2a*{ax + hy) g ^ 2o' (c» + g») 

aa;» "" {ax + hy + e^ ~ 3 (aa; + 6y + z*f ' 

a^ 2b'(aa! + by)g 2&'(c»+g») 

ay* ~ (a« + 6y + ««)» ~ 3 (aa; + 6y + «*)' ' 

a^g 2ah(ox-\-1)y)ii _ 2a&(c' + f'') 
aajay °" (a« + dy + «»)» ~ 3 (ax + 6y + ;?«)« ' 

2) aa;8+6y+c««+3Äxy« + Ä-0; 

a« ax* + Äy» ^*' _ by^+hxe 

dx ce*+hxy de ce^+hxy 

d*z 2xg[ocfe + (abc + ft*) y^ 
ax* °° (c«* + Äxy)* 

a^ 2yg[bcÄ; + (a&c + fe')a;'] 
ay«- (c«*+Äxy)» ' 

a*g _ 2 (gfcc + ft») x*y*<; + ^A; {hxy — cs^ 
dxdy °° (cä*+ Äxy)* 

3) (x* + y* + gy - 2 (4x« + £y« + C««); 

wird X* + y* + e^ zur Abkttrzung mit S bezeichnet, so ist 

a« x(5— ^) a« y{S — B) ^ 

dx" e{S-Cy dy^ e(8-Cy 

a^ (6'-il)(5-C)[(5-^)x» + (5-Cy] + 2(ii-g)Vg' 

aa^~ iF>(s-cy " ' 

a^ (5- B) (S- C) [{S- B)y* + (^- C) g*] + 2(.B - C)Vg» 

a»g xy[(5- ^) (S-B) (8-C) + 2(Ä-C) (B- C)g«] 

a^ay" «"(s-cy 

man znr Abkürzung A^x + B^y + Ciii -^ S, so erhalt man 

de AS — Aj de_ BS — B^ ^ 

dx°'~cs-oy dy~ CS-Ci' 

a^ jAG^-A^oys a^ (BG^-BiCyS 

dx^~ (cs-o^y ' ay* (Gs-Ciy ' 

a*g (iJOi - ^lO) (J3Ci - B^G)8 

dxdy " (CA - C,)» 
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5) x^y^z' — c; 

dz ^ 1+lx dz ^ 1 + ?y . 
ax"" 1 + lz^ oy'^ 1 + lz^ 

e^ x(i + ixy+z{\ + izy 
dx^'^ xz{i + izy ' 

a^ yji + iyy+gji + i^y 
dy'" y^{i+izy 

dh (1 + Ix) (1 + ly) 

dxdy^ zil-^rUy 

Allgemeine Bemerkung. Um die vorigen Eechmings- 
operationen allgemein darzustellen, sei 

fix, y,z)^0 

eine Gleichung zwischen drei Variabelen und es werde z als un- 
entwickelte Function von z und y betrachtet. Differenzirt man 
zuerst unter Voraussetzung eines constanten y, so erhält man 



mithin 


^f 

dx 


dz 


dZ'-O, 
df 






dz 
dx~' 


dx 

df' 


Auf analage 


Weise findet sich 


dz 




• 


dz 


df 
dy 
df' 

dz 


Benutzt man 


far den Augenblick die Abkürzungen 




dx 


df 

' dy~ 


df 


und differenzirt die erste 


der beiden Gleichungen 




dz 

dx° 


w 


dz _ V 
dy w 



partiell in Beziehung auf x, wobei zu beachten ist, dass u und w 
nicht nur x, sondern auch das von x abhängige z enthalten, so 
gelangt man zu der Formel 
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1 l du dw , / du . dw\dz\ 

u dz 

Durch Substitution von statt ^r- wird hieraus 

w ex 

d^z 1 { ^du (dw , aw\ , ^dw\ 

dx^ wM dx \dx dz/ dz] 

d. i. vermöge der Bedeutung von u und w 



8^ 
dx^ 



(djyd^^ dX dx d'f (df\'d'f 

\dz) dx^ dz' dx' dxdz "^ \dx) dz^ 



dz 1) 

Auf gleiche Weise ergiebt sich, wenn r— = — ^ nach y differenzirt 

wird, ^' ^ 

8^ \deJ dy* de dy' dyde'^ \dy) de* 

dz u 
Differenzirt man endlich die Gleichung 7^ =» nach w, so er- 

halt man 

d^z \aJ aa;ay dz\dx dydz'^ dy' dxdz) dx dy dz^ 

dxdy" fdjV 

Aehnliche Formeln lassen sich für implicite Functionen von drei 
oder mehr Variabelen aufstellen. 



§ 13. 
Beispiele zur Vertausohung der unabhängigen Variabelen. 

I. Wenn in eine Gleichung von der Form y ^^ f(x) statt x 
eine neue unabhängige Variabele t eingeführt wird, die mit x durch 
die Gleichung x ^^ q> (i) verbunden ist, so erscheint auch y als 

Function von t^ nämlicb y^^f\sp(f)\^ oder kurz y^'^Q)- Um nun 

dy 
auch — durch t auszudrücken, braucht man nur die Gleichungen 
dx 
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äf ^ 9 (f) und y — 1/; (0 zTi differenziren und von den so entstandenen 
Differentialgleichungen den Quotienten zu bilden; auf analoge Weise 

erhalt man die höheren Differentialquotienten -r-g u. s. w. 
Es sei z. B. 



(:-)*+(!)' 



1 oder y = 

a 

und es werde < dadurch eingeführt, dass man setzt 

woraus folgt 6(1 -<^ 

Man hat jetzt durch Differentiation in Beziehung auf die unab- 
hängige Variabele t 

2a(l — <^) 4:11 , 

iDithin als Differentialquotient 

dy 2ht 



dx a{\-f) 

Eine zweite Differentiation giebt 

dividirt man links mit dx^ rechts mit dem vorhin fär dx ge- 
fundenen Ausdrucke, so erhält man 

d^y 1(1+ t\^ 



_ b_ (i+jy 

a^ Vi - tV 



dx^ 
Auf gleiche Weise findet sich weiter 

(^y\ 12& (1+t'yt,. 

^ _66 ( 1 + t^ yt 

dx" " a» * (1 - fif 
u. s. w. 
Im vorliegenden Falle können diese Ergebnisse leicht verificirt 
werden. Aus der Gleichung 



DifiPerentiation von Gleichungen zwischen mehreren Yariabelen. 75 



bYa* - X* 

^ ^- 

erhält man nämlich direct 

dy hx cPy ah 

d^y 3 ahx 

d^^^YW^W 
und wenn man in die rechten Seiten dieser Formeln den Werth 

2at 

snbstituirt, so kommt man auf die oben entwickelten Eesnltate. 

Nach demsell?en Verfahren sind folgende Beispiele zu be- ' 
handeln. 

1. In die Gleichung 



soll statt X eingeführt werden 

X = — ^ -1 

die Differentialqaotienten sind dann 

2. Aus der Gleichung 

(f )■+(!)*- 

folgt, wenn x^^ a costo gesetzt wird, 

dy h ^ d^y h 

-I— -» COttO, —-T =* 9 . o 1 U. S. W. 

dx a dx^ a^stn^o) 



3. Aus der Gleichung 

= 1 



(7)'-(f)" 



ergiebt sich für x ^ a secco 

dy h d^y h ^3 

—— ^ — CSC CO, -T-T = 9 cor 0), u. s. w. 

dx a dx^ a^ 
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4. Wenn in der Gleichung 

die Substitution x '^ a cosP tu vorgenommen wird, so folgt 

dx a ' dx^ 3 a* 

5. Es sei 
c — X 



y ^ c arc cos h V^cx — x^ 

c 

und werde substituirt 

c ~*^ X 

arc cos ■= 7; 

c ^ 

die Differentialquotienten sind dann 

dy 1 d^y 1 

dx "" ^^' dx* ^ 4:Csin^jx^^^'2X 
Allgemeine Bemerkung. Wenn überhaupt zwei Gleich- 
ungen von den Formen 

^ = 9(0^ V'^'^if) 
stattfinden, so erhält man nach der vorigen Methode 

di_i/_(t) 
dx (p' (/)' 

dx^^ g>'(ty 

u. s. w. 
Sehr häufig weiss man nur, dass x und y gewisse Functionen 
einer dritten Variabelen t sind, ohne diese Functionen explicite 
angeben zu können; die vorigen Formeln bleiben dann der Sache 
nach dieselben, weil sich aber die Werthe von g/ (t)^ g>" (f), etc. 
V(0? V(0> ^^' ^iß^* entwickeln lassen, so deutet man diese 
Differentiationen nur an und schreibt demgemäss 

dy 

dy dt 

dx dx 

'dt 
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dx cPy cPx dy 
d^y ^ lt"d?"'1^"dt 
dx^ "■ fdx^ ' 

/dxVd^y _^dx d^x ^y V (d^3c\_ dx d^x l dy 

dx^ " fdxy 



c. 



.dt/ 
u. s. w. 
Es sei z. B. y eine unbekannte Function von x und es werde 

a; = — gesetzt; dann ist 

dy_ ^2^^ 

dx dt 

'dc^"^ ~dW^^^ li' 
woraus u. A. folgt 

"" dx^^'^dx ^ dt^ 
Die nachstehenden ähnlichen Aufgaben lassen sich mittelst 
desselben Verfahrens lösen. 

6. Bedeutet y eine gewisse Function von x und wird a? »= -5 ^^ 
gesetzt, so ergiebt sich 

^ d^ , ^ dPy 
dx^ '^ dx^ dt^ ' 

7. In den Ausdruck 

soll man die neue unabhängige Yariabele t mittelst der Substitution 

a + hx'=« ht"^ 
einführen und nachher Jc^m so bestimmen, dass S die Form 

dt* 

^ 2c 

erhält. Für n findet sich der Werth 

h — c 

8. Setzt man 



x-iaCe'-e-O, 
so wird 
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9. Die Substitution 

X — asim 

^" ""Ux* '^ dx dx» 

10. Setzt man 




so findet man x-aVef-l, 

X* +a' cPy x^— o* dy i _, 
X* <fx» ' x^ dx^ a*^ ' 


dt» 



n. Das bisherige Verfahren bleibt auch in dem Falle dasselbe, 
wo es darauf ankommt, die ursprünglichen Variabelen x und y 
durch zwei neue Variabelen t und u zu ersetzen. Wird nämlich 
in einer zwischen x und y bestehenden Gleichung x ^ g> (t^ u) und 
y»=t[;(^, w) gesetzt, so entsteht eine neue Gleichung zwischen f 
und M, in welcher man die eine dieser Grössen, etwa f, als die 
unabhängige, die andere als abhängige Variabele ansehen kami, 
und nunmehr handelt es sich darum, die Differentialquotienten 

^y cPy du d^u 

-— -j -z—^^ etc. durch -— ' -nr' ©tc. auszudrücken. Man differen- 

dx dx^ clt dt^ 

zirt zu diesem Zweck die Gleichungen x^^fpQ^u) und 2/«=i^(^, w) 
mit Eücksicht auf den Umstand, dass sowohl o; als ^ gleichzeitig 
von t und u abhängt, und dividirt nachher dy durch dx. Auf 
analoge Weise bildet man die höheren Differentialquotienten. 
Beispielsweise mögen die gegebenen Gleichungen sein 

X'^tu, 2/ = (1 — "5 
man erhält dann durch Differentiation 
dx ^^ t du -{- udt^ 
(iy « (l — t) du — udt 



und durch Division 



dy {l — i) du — u dt 
dx tdu -^ udt 



oder um anzudeuten, dass u von t abhängt, 

dy (^-^)^-" 
dx .du , 

'^ + " 

du 
Bezeichnet man für den Augenblick — mit v^ so gelangt man 

durch Differentiation der Gleichung 
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dy (1 
dx 


-t)v-u 
tv + u 


V 




tv + u 


zu der neuen 


Gleichung 








^'.0 


udv — 


v{vdtJr du) 


nach Division mit dx = 


(tv -]- u) dt wird hieraus 




dx' ~ 


dv 
""dt ' 
= (tv 


+ «)' 


oder zufolge 


der Bedeutung von v 






d'y 
dx> 


d^u 
"" dt'- 
f du 





Wie man auf diese Weise fortrechnen kann, dürfte unmittelbar^ 
einleuchten. 

11. Substituirt man, wie es in der analytischen Geometrie 
beim XJebergange von rechtwinkligen Coordinaten zu Polarcoor- 
dinaten geschieht, 

a; — r CÖ5 0, y '=^ r sind 

und betrachtet r als Function von 0, so erhält man 



dy 
dx 


■jä sind + r cos B 
-^ cosQ — r sind 




d^y 
dx'~ 


{%oosd- rsind) 




woraus z. B. folgt 








l/[-(S)T 


j/^+C^ 


,)T 


dx' 




---Q'- 
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12. Die Substitution 



* 



sin (d + f)) ^ sind sinri 



sin (0 — rf) sin (0 — rj) 

giebt, wenn rj als Function von angesehen wird, 

-—sin^O — sin^rj 
^y ^2 






dx äfj , ^^ . - 

-—isin2u — stn2ri 

4 "3p^'^ösiwi/ + 2(^-T3j sindcosri-2^cosOsinri Isin^iß-rj) 



c\^sin2d — sin2ri\ 



* Die obigen Formeln vermitteln den üebergang vom rechtwinkligen 
Coordinatensysteme zu demjenigen Systeme, welches in der Greodäsie 
beim „Visiren und Schneiden" benutzt wird. Die Grösse 2c ist hier die 
Länge der Standlinie, & und rj sind die an derselben liegenden Winkel, 
beide nach derselben Drehungsrichtung gemessen. Man kann dieses 
System als das bipolare bezeichnen. 



Capitel IV. 



Die Discussion ebener GurTen. 

§ 14. 
Allgemeine Begeln und Formeln. 

Die Curve sei auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
der X und y bezogen und es möge zur Abkürzung 

dx ^' dx^ ^ 
gesetzt werden; dann gelten folgende Eegeln. 

So lange 1/ positiv bleibt, so lange steigt die Curve; so 
lange y^ negativ ist, so lange fällt sie; wechselt ^ durch 
Null hindurchgehend sein Vorzeichen, so findet an der betreffenden 
Stelle eine Culmination statt und zwar eine obere oder untere, 
je nachdem der Zeichenwechsel vo» + nach — , oder von — nach + 
vor sich geht. 

So lange y" positiv bleibt, so lange ist die Curve convex 
nach unten; so lange y" negativ bleibt, so lange ist die Curve 
concav nach unten; jedem Zeichenwechsel von y entspricht 
ein Inflexionspunkt. 

Bezeichnet x den Winkel, welchen die Tangente im Punkte 
xy mit der a?- Achse einschliesst, so ist (Fig. 1) 



1 dx 

|/l + y» ds 

y äy 

|/l 4. y» ds 



ds-=^ydx^+dy^, 



worin d$ das Bogendifferential bedeutet. Ferner gelten die Formeln: 
Subtangente: MT^^^ 

SohlOmiloh, üebnngibuoh I. i, Anfl. ß 
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Tangente: PT — 






Abschnitt der Tangente auf der x- Achse: OT ^ x -- 



71 »1 11 n ^^ V' »1 

Entfernung der Tangente vom Coordinatenanfang: OB 



y — X'jl 



V^TT? 




X "^yJ 
Projection des Badiusvector auf die Tangente: PB »= . . , ^ 



yi+V' 



(x — ^s/)3/ y — ^j/ 

Coordinaten von JR: — -— -; — 7^ und -— — ,,1 

1 + y * 1 + 2/ 



Polarsubtangente: OV • 



Vx^ + y^(y — x% 
x + y^ 



(x^ + y^)VT+T^ 
Polartangente . PV -^ x A- ' ' 

Coordinaten von 7: - ^^^7"^?^ ^1°^ ^^^7 f > 

Gleichung der Tangente: »? — y = ^ (S — a?). 
Wenn bei unendlich wachsenden x 

Limj/'^A^ Lim(y — xi/) =^ B 
endlich bestimmte Grössen sind, so ist 

Gleichung der Asymptote : tj '^ Ä^+B, 
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Peraer gelten die Formeln (siehe Pig. l) 
Subnormale: MU'^y^^ 
Normale: PÖ'^yVTTT*, 
Abschnitt der Normale auf der x- Achse: OTJ ^^ x + yif^ 

X 
n 11 11 11 11 y- 11 ^^i"'y I 7j' 

X "4" l/tr 

Entfernung der Normale vom Coordinatenanfang: 08 



y — x^ 



Projection des Radiusvector auf die Normale: PS' , 

Vl + if* 

Coordinaten von S: 'P—L und ^'^^.// ^ 
1 + y * 1 + y* 

Polaxsubnormale: 0T7 - l^l3^ + i^, 

Polamonnale: P>7-(^+y')>^. 

y — xi/ 

Coordinaten von TT: l^^iJ!^) nnd - ^±±1^, 
y — x%f y — xy 

Gleichung der Normale: i? — y « — --^ (| — a:). 

Coordinaten des Erümmungsmittelpunktes Q\ 

^ ^j?l lind y + — yy— ' 

1/(1 + ^2)3 

Krümmungshalbmesser: q « -^-^^ — » ^ ? 
1 ffmr d C05r 

9 c2a; c2y 

Ist die Curve auf Polarcoordinaten r und bezogen und 
wird zur Abkürzung ^ d^r 

gesetzt, so gelten die Formeln: 

rcosü — rstnO 

^ (r'co50-r5in0)3' 
ds ^y(rd&y+d?, 
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femer, wenn q> den Winkel zwischen Badiusvector und Tangente, 
sowie ^ den Winkel zwischen Badiusvector und Normale bezeichnet, 



r r 



r 

Polarsubtangente: OV^ -ji 



Polartangente: PF= J^ ' 
Entfernung der Tangente vom Pol: OB ■■ 



Polarsubnormale : TF — r , 



und 



Polamormale: PTF-V^*+r'^ 

Entferonng der Normale vom Pol: OS — ? 

^ y r* + r" 

Bechtwiuklige Coordinaten des Eirtlinmungsmittelpxmktes: 
** ^''*'' r*+2f''-rr>' 

Krümmungshalbmesser: ^ — g,^ .^ — ^--^i 



§ 15. 
Beispiele von OurvendiBonssioneiu (Algebraische Curven.) 
1. Die Parabel. Bezeichnet h den Halbparameter, so fahrt 
die Scheitelgleichung ^ 

zu folgenden Sätzen und Formeln. 

Die Subtangente ist gleich der doppelten Abscisse; die Tan- 
gente bildet mit der nach dem Brennpunkt gezogenen Greraden 
(dem Brennstrahl des Berührungspunktes) denselben Winkel wie 
mit der Parabelachse. Fällt man vom Brennpunkte eine Senk- 
rechte auf irgend eine Tangente, so liegt der Fusspunkt dieses 
Perpendikels auf der Scheiteltangente. Die Subnormale ist con- 
stant gleich dem Halbparameter. 
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Als Gleichung der Tangente hat man 
Ä| — ^^ = — hx^ 
als Gleichung der Normale 

yl + Äiy — (Ä + a?)y. 

Die Abschnitte, welche die Normale auf den Achsen der x und p 

bestimmt, sind 

xy 
a? + Ä und y + -r-- 
n 

Hinreichend verlängert schneidet die Normale zum zweiten Male 
die Parabel in einem Punkte x^y^^ dessen Coordinaten sind 

x^^x+2h + -, y^ [y + —j 

oder, wenn die Normale yf^+y^ mit u bezeichnet wird, 
, 2hu^ 2v? 

Die Entfernung der Punkte xy und x^y^ oder P und P^ beträgt 

y^ 
hieraus ergiebt sich eine einfache Construction des Punktes Pj. 
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

1 = 3« + *, ,--j/lf = -|', 

wobei die erste Formel unter Zuhilfenahme der Normale eine 
einfeche Construction des Krümmungsmittelpunktes giebt; der 
Krümmungsradius ist 

Bezeichnet man die Coordinaten eines Punktes des Krümmungs- 
kreises mit X, Y und verbindet mit einander die Gleichungen 

SO erhält man die Coordinaten X und Y oder besser x^ und y^ 
desjenigen Punktes Pg, in welchem der Krümmungskreis zum 
zweiten Male der Parabel begegnet; dieselben sind 

ir2«9ir, y^^-^ — Sy, 
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Für die Länge von PP^ d. h. der Sehne, welche der Parabel und 
dem Erümmnngskreise gemeinschaftlich angehört, folgt hieraas 



n n 

Der Punkt P, lässt sich entweder direct mittelst seiner Coordinaten 
oder auch als Durchschnitt zweier Geraden construiren; es gelten 
nämlich die beiden Gleichungen 



X y 



y% — y 



— — to«r, 



x^ — x 

von denen die erste eine Gerade bedeutet, welche auf den Co* 
ordinatenachsen die Strecken 6a; und ^y abschneidet, während die 
zweite eine Gerade charakterisirt, welche durch den Punkt P geht 
und mit der o; -Achse den Winkel 180®— r einschliesst. 

2. Die Ellipse. Geht man entweder von der Mittelpunkts- 
gleichung aus ^2 y% 

^'^ 
oder benutzt man statt derselben die beiden Gleichungen 

o; — aco5a), y -^h smw^ 
worin OD den Winkel A GM (die sogenannte excentrische Anomalie) 
bedeutet (Fig. 2), so gelangt man zu folgenden Formeln, Sätzen 

Fig. a. 



^4-^-1 

«2 ^ J^2 ^» 




und Constructionen. Die Strecke CT, welche die Tangente von 
der Abscissenachse abschneidet, ist 
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CT-—: 

X 

bezeichnet demnach M denjenigen Punkt des tunschriebenen Kreises 
AB, welcher dieselbe Abscisse wie P besitzt, so gehen die Kreis- 
tangente MT und die Ellipsentangente PT durch einen und den- 
selben Punkt der o; -Achse, was eine einfache Tangentenconstruction 
giebt. Die Tangente halbirt den Nebenwinkel des von den Brenn- 
strahlen FP und GP gebildeten Winkels FPQ, Fällt man von 
den Brennpunkten Senkrechte auf die Tangente, so liegen die Fuss- 
punkte B und 8 dieser Perpendikel auf dem umschriebenen Kreise. 

Um die Normale unabhängig von der Tangente zu construiren, 
beschreibe man um den Ellipsenmittelpunkt einen Kreis mit dem 
Radius a + h und verlängere CM bis zum Durchschnitte L mit 
diesem Kreise; iP ist dann die Normale. 

Die Coor^aten des Krnmmungsmittelpunktes und der Krüm- 
mungsradius bestimmen sich durch die Formeln 

wobei u die Normale PU^ und h den Halbparameter — bedeutet. 

Ist femer U^ der Punkt, in welchem die Normale der verlängerten 
kleinen Halbachse begegnet, PE7^ » u^, und bezeichnet p den Ab- 
stand der Tangente vom Mittelpunkte der Ellipse, so gilt auch 
die Relation 

um den Krümmungsmittelpunkt zu construiren, legt man UF senk- 
recht zu CM und zieht durch V parallel zu ^C eine Gerade, 
welche die verlängerte PZ7 im Krümmungsmittelpunkte TF schneidet. 
Wenn es auf eine gute graphische Darstellung der Ellipse 
ankommt, so bestinmit man eine Reihe von Curvenpunkten mittelst 
des umschriebenen und des eingeschriebenen Kreises, construirt 
mittelst des Kreises vom Radius a -f 2) die zugehörigen Normalen 
und nimmt die aufeinander folgenden Durchschnitte derselben als 
Krümmungsmittelpunkte, was um so richtiger ist, je näher die 
Cnrvenpunkte an einander liegen; die Ellipse lässt sich dann mit 
behebig weit gehender Genauigkeit aus Kreisbögen zusammensetzen. 
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Empfehlenswerth ist auch folgende Construction, deren Beweis aus 
den vorigen Formeln hergeleitet werden kann (Fig. 3). Man bilde 
zunächst das Kechteck ÄCBB mit den Seiten AG ^ a^ BC = l^ 
und lege durch D senkrecht zur Diagonale AB eine Gerade, welche 
Pig.8. AB in E, AC in Aqj BCmB^ 

II schneidet; dann ist Aq der Krüm- 

X^ *Njff 7\ mungsmittelpunkt für den Scheitel -4, 

"^N. / N.I I ^^^ -^0 dö^ Krümmungsmittelpunkt 

/ ^^ /\ j für den Scheitel B. Nimmt man 

/ y""^^ LV*" ^®"^®^ ^ö Abscisse CH »= BE und 

/ lo:;^^-^'1'^v], die Ordinate HI^AE, so ist / 

/ /^ " K ein Punkt der Ellipse und zwar der- 

/fSi^/ jöiiigö» dessen Normale IK mit -4(7 

/ / einen halben rechten Winkel bildet, 

/ / also durch HK^ HI leicht zu con- 

f / 

^/ struiren ist. Man beschreibt nun 

aus Aq mit dem Halbmesser A^A 
Bo einen Kreis und sacht dann auf der 

verlängerten IK den Mittelpunkt Mq desjenigen Kreises, der durch / 
geht und den vorigen Kreis von Innen berührt*. Auf gleiche Weise 
bestimmt man zwei sich berührende Kreise aus den Mittelpunkten 
Bq und Nq, Die vier Kreisbögen AM^ MI, IN, NB bilden zu- 
sammen eine Linie, die dem Ellipsenquadranten ^ ausserordentlich 
nahe kommt. 

3. Die Hyperbel. Man kann entweder die Mittelpunkts- 
gleichung 3 , 

^ y_ ^ 

direct benutzen oder statt deren die beiden Gleichungen 

» — a^ccüo, y=^htanm 

anwenden, in denen co den Winkel ACM (Fig. 4) bedeutet, so 
dass X -= CX, y =^ LP'^ NQ ist; es ergeben sich dann folgende 
Eesultate. Der Durchschnitt T der Tangente mit der jr- Achse ist 
der Fusspunkt des von M auf CA herabgelassenen Perpendikels; 



* Die hierzu nöthige Construction wird man leicht finden; für das 
praktische Zeichnen ist es aber bequemer und sogar genauer, den Punkt 
M^ durch Versuche zu bestimmen. 
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die Tangente halbirt den von den Brennstrahlen FF und QF ge- 
bildeten Winkel. Bezeichnet VW das zwischen den Asymptoten 
liegende Stück der Tangente, so ist P7—PTF. Die von den 
Brennpunkten auf die Tangente gefällten Senkrechten schneiden die 

Fig. 4. 




Tangente in zwei Punkten B und S^ welche auf dem über der 
Hauptachse beschriebenen Kreise liegen. 

Für die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes und den 
Krünapaungsradius gelten die Formeln 






W 



worin u die Normale FU und h den Halbparameter — bedeutet. 

Aus der Bemerkung, dass die Formel für ^ durch | = (7^7- sec^co 
ersetzt werden kann, folgt eine einfache Construction des Krümmungs- 
mittelpunktes. 

4. Die centrischen Kegelschnitte. Stellt man die Gleich- 
ungen der Ellipse und Hyperbel unter der gemeinschaffclichen 

Form dar 

Ax^ + By^^l, 

so ergeben sich folgende Eesultate. Die Tangente hat zur Gleichung 
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Äx^ + Byti^V, 
bezeichnet t den Abstand der Tangente vom Cnirenmittelpunkte, 
so ist 

'^Yä^x^ + B^^' 
Die Normale wird durch folgende Gleichung bestimmt 
Byi-Äxfi'^{B-Ä)xy', 

sie schneidet die Curve zum zweiten Male in einem Punkte P^, 
dessen Coordinaten sind 

2^a;(^V + ^V) 2J?y(^V + JBV) 

Diese Formeln lassen sich einfacher darstellen, wenn man mit r 
<iie Länge desjenigen Badiusvector bezeichnet, welcher durch den 
Mittelpunkt der Curve parallel zur Normale gelegt werden kann; 
es ist nämlich 

OTi »= a; — 2 Äxr^, yi — y — 2 Byr^. 

Das zwischen den Punkten xy und x^y^ enthaltene Stück der 
Normale hat die Länge ^ 

Die Coordinaten des Erümmungsmittelpunktes sind 

X _ ÄiB-Ä) y B(Ä-B) 

für den Krümmongshalbmesser gilt die Formel 



^- AB " ABi' 

Bezeichnen X and Y die Coordinaten irgend eines Ponktes d< 
Krümmtingskreises, so ist die Gleichtmg des letzteren 

oder 

und wenn X — o; »= Z^, F— y — Fj gesetzt wird, 
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Yerbindet man sie mit der Oleichung der Cnrve, nämlich 

j1X« + J?r*-1 oder 

ÄX,^ + BY,^ + 2 (ÄxX^+By Fj - 0, 

so erhält man die Coordinaten desjenigen Punktes P,, in welchen 

der Erümmongskreis zom zweiten Male die Corve trifft. Zunächst 

:findet sich 

ÄBfi(X^^ + Ti*) - (^V + BT^^) - 



oder 






WO aber nur das obere Zeichen zu gebrauchen ist; die vorigen 
Oleichungen geben dann 

imd hieraus folgt, wenn man x^ und y^ i^ X und Y schreibt, 
x^^x — 4tBxy^ — 4-4r^ - 3«, y^'^y — 4:Äx^y « 4 J?y* - Zy. 

Flg. 5. 




Die Länge der Sehne PP^, welche der Curve und dem Krüm- 
xnnngskreise gemeinschaftlich angehört, beb^gt 



PP^ - 4a;y |/2VTW - 4 -f 



xy 
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Zur Constmotion des Punktes Pg empfehlen sich folgende 
zwei Oleichangen 



Xa — X 



— — tanx] 



y *8 

diesen entsprechend nimmt man (Fig. 5) auf der negativen Seite 
der 3/ -Achse die Strecke CN^ — 2MP und legt durch N^, eine 
Parallele zu MN^ femer schneidet man die Strecke MT^ =» MT 
auf der Gegenseite von MT ab und zieht PT^\ die Verlängerung 
dieser Geraden trifft die vorhin construirte Parallele im Punkte Pj 
Für die Ellipse ergiebt sich noch eine Eigenthümlichkeit. Werden 
nämlich die excentrischen Anomalien der Punkte P und P^ mit o» 
und Wj bezeichnet, so folgt Wg — — Soo, mithin arc AZf^^^ arcÄU, 
5. Die Kegelschnitte in Polarcoordinaten. Es sei (in 
Fig. 6) F ein Brennpunkt, DE die nächste Directrix eines Kegel- 
schnittes, so stehen bekanntlich 
die Entfernungen PF und FN 
in constantem Verhältnisse hier- 
PF 



Fig. 6. 




aus ergiebt sich, wenn 



PN 



FD « g gesetzt und F als An- 
fang rechtwinkliger Coordinaten 
genommen wird, 
y^ - eY - 2 B^gx + («« - 1) x^ 
und in Polarcoordinaten für 



r ■= 



1 + scosd 



Hieraus können folgende Sätze abgeleitet werden Der Endpunkt 
V der Polarsubtangente liegt auf der Directrix; FP ist das geo- 
metrische Mittel zwischen PN und FZ7; die Projection der Nor- 
male auf den Brennstrahl hat die constante Grösse PS -= h. Er- 
richtet man in U auf der Normale eine Senkrechte, welche den 
Brennstrahl in B schneidet, und legt dann BQ senkrecht zu JPJ?, 
so schneidet i2Q die Normale im Krümmungsmittelpunkte Q. 
6. Die semicubische Parabel ist durch die Gleichung 



r-iT- 
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l)estiiiunt und lässt sich leicht constmiren, wenn man von der ge- 
wöhnlichen Parabel ausgeht und die Proportion 

beachtet. Die Curve besteht aus zwei congruenten, vom Coordi- 
natenanfange bis ins Unendliche gehenden Zweigen, welche sym- 
metrisch gegen die ä- Achse liegen; der obere Zweig ist durchaus 
convex nach unten. Zur Tangenten- und Normalenconstruction 
^enen die einfachen Beziehungen 

x^ 
Subtangente — jX^ Subnormale -= —• 

Die Gleichung der Tangente ist 



um die etwaigen Durchschnitte der Tangente mit der Curve zu 
^finden, hat man die vorige Gleichung mit den Gleichungen 
^^ ™ fl'» Ä^*— f aj* oder mit der hieraus folgenden 

^-x « h(ri+y) 
zu combiniren; dies giebt 

''"l^ — ^ — V^ 

oder, wenn ri durch §^ y durch x ausgedrückt wird, 

(|»-«»)(4|-a!)-.0; 

die Tangente am Punkte xy schneidet also den uLteren Zweig der 
Curve in dem Punkte, dessen Coordinaten jx und — ^y sind. 
Die zwischen beiden Punkten enthaltene Strecke hat die Länge 
^xsecr. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

x{x + Si 
^" Ä 

der Krümmungshalbmesser ist 



x(x + Sh) 2y(2x + h) 
§ ^— > V 1 



n*^ 8 
X 

aus diesen Formeln können verschiedene Constructionen des Krüm- 
mungsmittelpunktes hergeleitet werden. 
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7. Es soll die Cnrve untersucht werden, deren Gleichung ist 

Die Curve besteht aus zwei congruenten Zweigen, von denen der 
eine durchaus convex, der andere durchaus concav nach unten ist. 
Der erste schneidet die x- Achse im Coordinatenan&ng unter einem 
rechten Winkel, hat bei o? — a, y — — -Ja einen unteren CulminationS' 
punkt, schneidet die Abscissenachse bei 2; — da zum zweiten Mal& 
unter einem Winkel von 30^ und steigt dann ins Unendliche. 
Zur Tangenten- und Normalenconstruction an einem Punkte des- 
selben dient die einfache Formel 

X — a 
smr — — : — • 
X + a 

Die Gleichung der Tangente an einem Punkte xy des oberen 
(nach unten concaven) Zweiges ist 



a — a? Sa + X 



Vp 



verbunden mit der Gleichung des unteren Zweiges nftmlich 




giebt sie eine Gleichung, welche för { — — folgende Form annimmt 

X 

(f + a:)*[2f-(a;+3a)]-0. 
Die Tangente am Punkte xy des oberen Zweiges schneidet hier- 
nach den unteren Zweig in einem Punkte, dessen Coordinaten sind 
(x + Bay (x + Sa) (x - 3a)« 

4aj 2AxYäx 

Der Krümmungshalbmesser ist 

^ 2a 

was man leicht construiren kann. 

8. In einem mit dem Eadius OÄ '^ a (Fig. 7) beschriebenen 
Kreise wird ein fernerer Radius OL unter dem beliebigen Winkel 
AOL -« a> gezogen, L auf OÄ projicirt, die Projection M wieder 
auf OL nach J^ projicirt und die Ordinate MP = MN genommen^ 
die so construirten Punkte P liegen auf einer Curve, welche man 
entweder durch die beiden Gleichungen 
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X'^acosfOj p "^ aco8(osin(o 
oder durcli die eine Gleichung 

ausdrucken kann. Die Curve besteht aus vier congruenten Theilen 
und hat die Form einer Schleife (oo). Der zwischen den positiven 
Seiten der Coordinatenachsen liegende Quadrant Fig. 7. 

geht unter einem halben rechten Winkel vom 

Coordinatenanfange aus, erreicht bei x — — ;=' 
2/ = — seinen oberen Culminationspunkt und 

schneidet die Abscissenachse zum zweiten Male 

för 05 = a unter einem rechten Winkel. Der 

Mittelpunkt ist der einzig vorhandene In- 

flexionspunkt. Um fdr irgend einen Punkt P die Tangente oder 

Normale zu oonstruiren, nehme man LA0Q^2txi^ ziehe QB-i- OAy 

LSjjOA und VHHBO^ es ist dann TV die Normale. Für den 

Krümmungsradius ergiebt sich 



'/A /|\ 

R /IT Ml^ 



r 



Fig. 8. 



^"** a^x{%a^-^^) ' 

woraus für den Scheitel A und für den Culminationspunkt sehr 
einfache Werthe folgen. 

9. Ueber dem Durchmesser AB ^^^a (Fig. 8) ist ein Kreis 
beschrieben und durch dessen Mittelpunkt C ein zweiter Durch- 
messer senkrecht zu -4J5 ge- 
legt. Irgend ein beliebiger 
Punkt M des Kreises wird 
auf beide Durchmesser pro- 
jicirt, wodurch die Punkte h 
und IS entstehen, endlich zieht 
man die Gerade -4^, welche 
der nöthigenfalls verlängerten 
Üf in P begegnet. Alle hiernach construirten Punkte P liegen 
in einer Curve, welche für QL = ic, XP= y durch die Gleichung 

d^y^ ■=■(« + xf (a — x) 

repräsentirt wird. Die Curve besteht aus zwei congruenten, über 
und unter AB liegenden Theilen, die in A und B zusammentreffen 
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Fig. 9. 



nnd eine geschlossene blattähnliche Figur bilden. Der obere Zweig 
berührt AB in A mit convexer Krümmung, hat bei a5 — — y (]/3 —l)a 
einen Wendepunkt, geht unter dem Winkel von 45^ durch D, er- 
reicht bei » — -|-a seinen oberen Culminationspunkt und schneidet zu- 
letzt AB ia B unter einem rechten Winkel. Um für irgend einen 
Curvenpunkt P die Tangente zu construiren, nehme man CS^LB^ 
ziehe Äüf und dazu in M eine Senkrechte, welche AB in T schneidet; 
TP ist dann die Tangente. Für den Krümmungsradius findet man 

- ys (g + x) (a»~ 2a^x + 2^^ 
^"+ a^(a* + 2ax'-2x^) 

wobei sich das obere Zeichen auf den oberen, das untere auf den 
unteren Zweig bezieht. 

10. Die Cissoide (Fig. 9). üeber dem Durchmesser AB'=2a 
ist ein Kreis beschrieben und in B eine Tangente an denselben 

gelegt; durch A zieht man eine 
beliebige Gerade, welche den Kreis 
in 3f , die Tangente in N schneidet 
und nimmt die Strecke ilP= MK 
Alle so entstandenen Punkte P bilden 
eine Curve, deren Gleichung lautet 

wobei A als Anfangspunkt recht- 
winkliger Goordinaten und AB dls 
Abscissenachse genommen ist. Die 
Curve besteht aus zwei congruenten, 
über und unter der Abscissenachse liegenden Zweigen; der obere 
Zweig geht von A aus, wo er die a?- Achse berührt, und steigt 
mit convexer Krümmung ins Unendliche; die Tangente BN ist 
seine Asymptote. Um die Tangente an P zu construiren, nehme 
man AC === 3a, verbinde C mit dem Punkte §, in welchem die 
Ordinate LP den Kreis schneidet und errichte auf CQ in Q eine 
Senkrechte, welche die Abscissenachse in T trifft; die Gerade TP 
ist die gesuchte Tangente. 

Die Gleichung der Tangente ist 

(3a — x)x^l — (2a — xYyri -^ ax^\ 
verbindet man sie mit den Gleichungen (2 a — a:)y* =»a?^ und 
(2 a — S)^* — l^ so erhalt man die Gleichung 
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(I - a)2 { (8 a - 3 x) J - 2 aa; } « ; 

die TaDgente im Punkte ocy schneidet demnach die Cissoide in 
einem zweiten Punkte oc^y^^ dessen Coordinaten sind 

^ 2ax y 

und der sich als Durchschnitt der Tangente und der Geraden 

y 
)?=——§ leicht construiren lässt. Die Entfernung der Punkte 

xy und x^y^ beträgt 3 ^^ 



l/(2a-Ä:)(8a- 3a:) 
Für den Krümmungshalbmesser ergiebt sich 

a|/ar(8a- 3yy 



wobei das obere Zeichen dem oberen, das untere dem unteren 
Zweige entspricht. Die Ordinate r] des Krümmungsmittelpunktes 
hat den Werth 



2ay 



Fig. 10. 



welcher eine einfache Construction des Krümmungsmittelpunktes 
gestattet, nachdem die Normale bestimmt worden ist. 

11. Ueber dem Durchmesser AB «= 2 a (Fig. 10) ist ein Kreis 
beschrieben und in B eine Tangente an denselben gelegt; durch 
einen beliebigen Punkt M des Kreises 
zieht man ML senkrecht zu ÄB^ femer 
die Gerade ÄM^ welche die Tangente 
in N schneidet, und nimmt endlich 
LP^BN. Alle so entstandenen Punkte 
P bilden eine Curve, deren Gleichung 
für ÄL = iP, LP •= y ist, 

xy^^ 4a* (2a — a). 
Die Curve besteht aus zwei congruenten, 
über und unter der aj- Achse liegenden Zweigen, welche die «/-Achse 
zur gemeinschaftlichen Asymptote haben. Die Ordinaten des oberen 
Zweiges nehmen ab von t/ = 00 bis ^ =* 0, wo die Curve die 
Ä-Achse rechtwinklig schneidet; bei o? = |a hat jeder Zweig einen 
Wendepunkt. Um die Tangente an P^u construiren, nehme man 

SohlOmiloh, Uebangsbuoh. I. 4. Aufl. 7 
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Fig. 11. 




LQ ^ a, ziehe QM und darauf in ilf eine Senkrechte, welche der 
Ä- Achse in T begegnet; TP ist die gesuchte Tangente- Für den 
Krümmungshalbmesser ergiebt sich 

^■"- 2aV(3a-2x) ' 
wobei das obere Zeichen für den oberen, das untere für den 
unteren Zweig gilt. 

12. In einem mit dem Eadius OÄ ^ a beschriebenen Ejreise 
(Fig. 11) sind zwei gegen einander senkrechte feste Durchmesser 

gezogen; irgend ein Punkt Q des Kreises wird 
erst auf OÄ^ nachher auf OQ und dann 
wieder auf OÄ projicirt, wodurch der Reihe 
nach die Projectionen S^ CT, M entstehen; 
ebenso wird Q nach einander auf 05, OQj 
OB projicirt, und schliesslich verlängert man 
M U und NV bis zu ihrem Durchschnitte P. 
Setzt man LAOQ ^ if;, OM^x^ ON^y, 
so gelten die Gleichungen 
x^ a cos^i\>^ y ^ a sin^ij;, 

aus welchen folgt l J. l 

x^ + y^ ^ a^ 
oder in rationaler Form 

{x^ +y^- a^ + 27a^xY - 0. 
Die Curve besteht aus vier congruenten Theilen, welche zusammen 
eine stemftJrmige Figur bilden. Der zwischen den positiven 
Theilen der Coordinatenachsen liegende Quadrant geht von J5, wo 
er die Ordinatenachse berührt, bis Ä, wo er die Abscissenachse 
berührt; er fällt mit convexer Krümmung. Femer liegen die drei 
Punkte 5', P, T in einer Geraden, welche die Curve in P berührt 
und die constante Länge ST '^ a besitzt; die Gerade P^ ist die 
Normale der Curve im Punkte P, der Krümmungshalbmesser ist 
das Dreifache von PQ. 

13. Auf der Abscissenachse ist die Strecke OÄ = -la, auf 
der Ordinatenachse die Strecke OB^a genommen (Fig. 12), aim den 
Coordinatenanfang sind mit den Radien OÄ und OB Kreise be- 
schrieben; eine beliebige, durch gelegte Gerade schneide den 
ersten Kreis in Jlf, den zweiten in N. Man projicirt nun den 



Die Discussion ebener Gurven. 



99 



Punkt M auf OA, die erhaltene Projection M^ auf OM^ die so ent- 
standene Projection Jf" wieder auf OÄ, wodurch der Punkt Jlf'" 
entsteht, und construirt ausserdem die Projection N' von N auf 

Fig. 12. 




OÄ'^ endlich nimmt man auf der Verlängerung von M'" ilf" die 
Strecke MJ^ P ^ N^ N. Alle so erhaltenen Punkte P liegen in 
einer Curve, die sich, wenn LAOM '^ i\> gesetzt wird, entweder 
durch die beiden Gleichungen 

oder durch die eine Gleichung 

ausdrücken lässt. 

Die Curve besteht aus vier congruenten Theilen, welche zu- 
sammen ein Oval bilden. Die zum Punkte P gehörende Normale 
liegt parallel zu OMN*^ das zwischen die Coordinatenachsen fallende 
Stück derselben besitzt die constante Länge a. Der Krümmungs- 
halbmesser ist = 3 • OM". 

14. Auf der Abscissenachse ist die Strecke OÄ — 2a (Fig. 13), 
auf der Ordinatenachse die Strecke OB «= a genommen, um den 
Coordinatenanfang sind mit den Eadien OÄ und OB Kreise be- 
schrieben; eine beliebige, durch gezogene Gerade schneide den 
ersten Kreis in M^ den zweiten in N. Wie bei der vorigen Auf- 
gabe projicirt man M dreimal nach Jtf', M", If'", ebenso N ein- 
mal nach N^ und nimmt wieder M^'P = N^N, Alle so erhaltenen 
Punkte P liegen in einer Curve, die sich entweder durch die zwei 
Gleichungen 

7* 
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Fig. 13. 




rc — 2a C05*t(;, y =« a (l + 2 co5^t^) smt/; 
oder durch die eine Gleichung 

ausdrucken lässt. 

Die Curve besteht 'aus vier congruenten Theilen, ist ge- 
schlossen und besitzt in den Punkten 0, + a und 0, — a zwei 

nach Innen gekehrte Spitzen 
(Rückkehrpunkte). Die Tan- 
gente im Punkte P geht durch 
den Punkt Jf, die zugehö- 
rige Normale durch N', der 
Krümmungsradius ist=f ON^. 
15. Die Cardioide (Fig. 
14). In einem über dem 
Durchmesser AB «2a be- 
schriebenen Kreise sind Seh- 
nen -4 JV gezogen, welche durch 
den festen Punkt A gehen, 
und auf jeder Sehne wird von N aus, immer nach derselben Seite 
hin, der Durchmesser NP^AB abgeschnitten. Nimmt man -i 
Fig. 14. als Coordinatenanfang, AB als Abscissen- 

achse und setzt AP^r^ LBAP^Q^ so 
ist die Gleichung der Curve in Polarcoor- 

dinaten « /^ i a\ 

r = 2a(l + cosv) 

und in rechtwinkligen Coordinaten 

{x^ + t/2 _ 2 axy =4.a^ (x^ + «/«). 

Die Curve wird durch die Abscissenachse in 
zwei congruente Theile getheilt. Der obere Zweig geht von J, 
wo er die a;- Achse berührt, mit concaver Krümmung aufwärts, 
erreicht bei 

seinen oberen Culminationspunkt und schneidet zuletzt die Ab- 
scissenachse rechtwinklig im Punkte x — « 4a, «/ = 0. Behufs der 
Normalenconstruction zieht man die zu AN senkrechte Kreissehne 
AQ; es ist dann P^ die Normale. Diese schneidet den Kreis ANB 
in einem Punkte JS, dessen Radius CBjjBP^ und wobei AB^'2B> 
ist. Der Krünmiungsradius für P beträgt zwei Drittheile von Pfi- 
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Fig. 15. 
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16. Die Lemniscate (Fig. 15). Mit dem Eadius OÄ^a 
ist ein Kreis und über OÄ als Durchmesser ein zweiter Kreis be- 
schrieben. Nach einem be- 
liebigen Punkte L des 
ersten Kreises zieht man 
den Radius OX, nimmt 
arc LM *= arc AL , legt 
durch ilf senkrecht zu OA 
eine Gerade, welche den 
zweiten Kreis in N schnei- 
det und trägt auf OL die ^ 
Strecke OF = ON ab. 
Wählt man zum An- 
fang, OA als Abscissenachse 
eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems und setzt noch OP =^ r^ LAOP^= Q^ so hat man 
für die Curve der Punkte P in Polarcoordinaten die Gleichung 

r^= a^cos2Q 
und in rechtwinkligen Coordinaten 

Auf der Abscissenachse mögen femer die Punkte F und G so be- 
stimmt sein, dass OF^ OG = — = ist: die Punkte JPund G heissen 

die Brennpunkte der Lemniscate; die beiden Brennstrahlen eines 
Lemniscatenpunktes P besitzen dann die Eigenschaft FP- GP*^ 0F\ 
Die Curve besteht aus vier congruenten Theilen und hat die 
Gestalt einer Schleife (oo). Der zwischen d^n positiven Seiten der 
Coordinatenachsen liegende Quadrant geht unter einem halben 
rechten Winkel von aus, steigt mit concaver Krümmung, 
erreicht bei 







:-vi-i. 



y 



1 a 
6' ■ y2' '^ ' 2 2' ^ 1/2 '2 

seinen oberen Culminationspunkt und schneidet endlich die a;- Achse 
unter einem rechten Winkel bei a; = a, 2/ — 0. Der Mittelpunkt 
der Curve ist ihr einziger Inflexionspunkt. Zur Normalconstruc- 
tion dient die Bemerkung, dass der Winkel zwischen Normale und 
ßadiusvector das Doppelte von 0, also LOPQ '^ 20 ist. Um die 
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Tangente unabhängig von der Normale zu construiren, verlängert 
man den Brennstrahl FP um FF^ — FF und errichtet in P' eine 
Senkrechte auf FP\ diese Senkrechte schneidet die in G auf dem 
andern Brennstrahle GF errichtete Senkrechte in einem Punkte T, 
welcher der gesuchten Tangente angehört. Nimmt man auf der 
Normale die Strecke FQ ^^ a^ auf dem Radiusvector die Strecke 
FJR'^^a und zieht durch JR eine zu 0^ parallele Gerade, so 
schneidet letztere die Normale im Erümmnngsmittelpunkte S, 

17. Um den Punkt sind mit den Radien OA ^a und 

OB'^ b (Fig. 16) zwei concentrische Kreise beschrieben; man zieht 

Fig. 16. einen beliebigen Halbmesser, welcher den 

— _^ j^ ersten Kreis in X, den zweiten in M schneidet 

I /i ^"^s ^^^ log* durch L eine Parallele zu OJB, 

I / I ^^ durch M eine Parallele zu der auf OB senk- 

Tk-. I ^^ rechten OÄ. Beide Parallelen schneiden 

Y\ ^ sich in J^; endlich trägt man auf OL 

\ V^^v ^» die Strecke OF ^ ON ab. Nimmt man 

r^^^Jr — \^ "O - )A OÄ als Abscissen-, 0-B als Ordinatenachse 

V"-*o./ lind setzt noch OF^r, LAOF^Q^ so 

^ fr 
^ hat die Curve der Punkte F in Polar- 

coordinaten die Gleichung 

dagegen in rechtwinkligen Coordinaten 

oder auch, wenn x und y durch ausgedrückt werden, 



X =»}/a*cös^0 + h^sin^Q - cosO^ 



y ^ya^cos^Q + h^sin^Q • sinQ. 
Zur Abkürzung sei 

man findet dann 



X = yA+Bcos2d 'cosd, yyA+Bcos2d' sind, 

dy _ Acosd +Bcos3d 

dx Asind + Bsin 30 

d^y r(A^+SB^+4ABcos2d) 

dx^^ {AsinQ+Bsin^&f 
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Die Curve besteht aus vier congruenten, um den Mittelpunkt 
herumliegenden Theilen; der von den positiven Seiten der Coor- 
dinatenachsen eingeschlossene Quadrant schneidet OA senkrecht in 
A und OB senkrecht in B, Im Falle a ^h "|/2^ hat derselbe nur 
«inen oberen Culminationspunkt (5) und keinen Wendepunkt; ist 
dagegen a > 6 1/2 , so wird B zum unteren Culminationspunkt und 
ausserdem existirt ein oberer Culminationspunkt an der Stelle 

Zwischen beiden Culminationspunkten liegt ein Wendepunkt bei 



tan a — — 1/ -ö — irr^'^ *" ■= ________ 

h\ a2-2&* l/2(a^+50 

Um die Normale in ei^em beliebigen Punkte P zu construiren, 
bestimme man zunächst den festen Punkt JP, dessen Abscisse 
O'F^^yc?—}? ist, lege durch senkrecht zu OP eine Gerade 
und projicire F auf diese Senkrechte so wie auf O'P^ wodurch 
man die Punkte JJ und Y erhält; endlich ziehe man YW/lFUi 
so ist FW die Normale. 

18. Die Cassini'sche Curve. Es sind zwei feste Punkte 
Pund 6r in der Entfernung FG = 2c gegeben, und es wird der 
geometrische Ort des Punktes P gesucht, für welchen das Eecht- 
eek aus FF und 6rP eine constante Fläche — h^ besitzt. Nimmt 
man den Mittelpunkt von FG zum Anfang rechtwinkliger Coor- 
dinaten und OJPzur a;- Achse, so erhält man als Gleichung der Curve 

und in Polarcoordinaten 

r*- 2cVcö5 20-=Ä^-c^ 
Ans der ersten Gleichung findet man 



y'- 



[x^-{<^-h^][c'+h^-x^] 



und daran knüpfen sich folgende Bemerkangen. Für A < c besteht 
die Cnrve aus zwei gesonderten Blättern; für Ä -= c geht sie in 
eine Leniniscate ü"ber, deren Halbachse o — 1/2 • c ist; für Ä > c 
bildet die Curve eine Ovalfigur mit den Halbachsen a — I/ä* + c*, 
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Femer gelten die Formeln 

dy X (c* — rc* — y*) x (c' — r*) 



l/l + f^V ^ 



7)' 



du?" y»' (c»+x*+y*)» 
Hiernach sind f&i h^c vier Cnlminationspnnkte vorhanden an den 

im Falle c < A < V^ • c giebt es sechs Culminationspunkte bei 

a;«0, y — ±yÄ*—c* und a;«±-^^ — 5 ? 3^«-=+^» »"^c; 

endlich für 1/2 • c < Ä existiren zwei Culminationspunkte bei 

Inflexionspunkte sind nur im Falle c < A < "|/2^ • c -vorhanden 
und zwar gelten für deren Coordinaten die Gleichungen 

r -- fj {h^ - c*) ^Vah tan 30^ co5 20 ^. 

Zur normalen Construction eignet sich am besten die Formel 

sin tf/ ■= 72 s^w 2 0, 

woiin 1/; den Winkel zwischen Normale und Radiusvector bezeichnet. 
Der Krümmungshalbmesser ist 



h'V{x^ + y')' 



19. Es sind gegeben ein fester Punkt F und eine feste Ge- 
rade J)E^ gesucht wird der geometrische Ort des Punktes P, för 
welchen das Eechteck aus seinen Abständen von F und DE eine 
constante Fläche besitzt. Nimmt man F zum Coordinatenanfang, 
die Senkrechte von F auf DE zvüc Abscissenachse, setzt die Länge 
dieser Senkrechten «2c und die constante Fläche =* h\ so hat man 
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r — 1 

wonach sich die Curve leicht construiren lässt, und ferner 

^_ h^ ^ {h^- 2cx + x^)(h^+2cx-'X^) 

^~(2c-xy "" ■" {2c -'xy 

Für Ä < c schneidet die Curve viermal die Abscissenachse in den 
Entfernungen 

a^ (y^qr^a - c), a^^c-Y?^^, 

sie besteht dann aus einem blattförmig geschlossenen Theile und 
aus zwei ins Unendliche g-ehenden Zweigen, deren gemeinschaft- 
liche Asymptote die Gerade DE ist. Im Falle h^ c reduciren 
sich jene vier Durchschnitte auf drei und die Curve bildet dann 
eine Schlinge um 2^; für Ä > c existiren nur noch zwei Durch- 
schnitte, denen zwei Zweige entsprechen. Die Abscissenachse 
theilt in allen Fällen die Curve in zwei congruente Theile. 

Man findet weiter 

dy ^ hf^ 
dx (2 c — xy 
oder wenn zur Abkürzung 



— X 



gesetzt wird 



■TT = w» und = t 

h^ 2c — X ^ 



dy h^ I*— 2mH-w 
y- - 



dx c^ § 

Nach bekannten algebraischen Lehren hat nun die Gleichung 
1^— 2m^ + m = 

für m > H zwei reelle, von einander verschiedene Wurzeln und 
zwei complexe Wurzeln; für m = || werden die beiden reellen 
Wurzeln identisch; für m < || sind alle Wurzeln imaginär. Der- 
jenige Zweig der Curve, welcher durch die Gleichung 



, yh'^-x^(2c-xf 

y- + 2^x 

ausgedrückt wird, kann daher höchstens zwei Culminationspxmkte 
Ist nun erstens h<c^ mithin m > 1 , und wird 
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dy h*" , V 

^ dx (2c —xf ^^ ^ 

gesetzt, so ergiebt sich 

^* ^ ^ /IN 16Ä*-27c* 



/^\ '* ^ ^ / 1 \ IDA* — ^ • ^ ^ ^ 

v(0)-^>0, v(ic) ^I7i — <o. 



die Abscisse des ersten Culminationspunktes liegt demnach zwischen 
und jc, die des zweiten zwischen a^ und ög; der letzteren ent- 
spricht aber kein reelles y, es existirt daher in dem oberen Curven- 
zweige nur ein oberer Culminationspunkt. 
Für den Fall Ä «= c wird einfacher 

dy _ gS _ 7^.2^ ^ 5 ga;* ^ a?' 

woraus sich für den oberen Zweig ein einziger Culminationspunkt 
ergiebt an der Stelle x ■« 0,16071 • c. 

Ist drittens Ä > c, so müssen die drei UnterföUe 
c*<Ä*<fic*, h'-%o\ Ä«>flc* 
unterschieden werden. Im ersten Falle zeigen die Werthe von 
9(0), 9?(-|-c) und 9?(c), dass der obere Curvenzweig zwei Cul- 
minationspunkte besitzt, von denen der obere zwischen und |f, 
der untere zwischen \c und c liegt. Im zweiten Unter&lle wird 
dy _ (c - 2xy[2c^+ (5 c - 2^^^] 



y 



dx 16(2c--a:) 



i3 



und dann ziehen sich die beiden vorigen Culminationspunkte zu 
einem Punkte zusammen, in welchem zwar die Tangente horizontal 
liegt, der aber kein Culminationspunkt ist, weil der Differential 
quotient sein Zeichen nicht wechselt. Im letzten Falle sind gai^ 
keine Culminationspunkte vorhanden. 
Weiter erhält man 

^d^y 2h^ 3äV_ _2Ä^^ h^ 

^ dx^ ^ (2c - xf (2c - xY ■*■ (2c - xf (2c - x)" 
^^. 8c*- Ä*- 24.c^x + 30cV- 16 ca;8+ 3a;* 



{2c -xY 
oder unter Benutzung der früheren Zeichen 
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Die Gleichung 

besitzt jederzeit zwei imaginäre Wurzeln, es kann daher die obere 
Hälfte der Curve höchstens zwei Inflexionspunkte haben. Ist nun 
erstens Ä < c, so liegt der eine Inflexionspunkt zwischen a^ und 
2c, der andere zwischen 2 c und a^. Im Falle Ä — c wird einfacher 

^y-^2h^ 70-3X 



^^ (2 c- xf ]/(c* +2 ex- x^y 

und es existirt dann im oberen Zweige der Curve nur ein In- 
flexionspunkt an der Stelle ^ 

legt man im Punkte a; =« c, y^O eine Tangente an die Curve, so geht 
diese Tangente durch den Inflexionspunkt, Im letzten Falle ä > c liegt 
ein Wendepunkt zwischen und 2 c, der andere zwischen 2 c und a^. 
Zur Normalconstruction eignet sich am besten die Formel 

, dy r^ 

dx 2c — X 
20. Die Conchoide. Eine Gerade AB und ein um die 
Strecke AC ^h davon entfernter Punkt C sind gegeben (Fig. 17); 
man verbindet den letzteren mit beliebigen 

® Fig. 17. 

Punkten N der Geraden und schneidet von 






"T'^ B 



y% 



^aus auf beiden Seiten von ^(7 die gleichen 
Strecken 'HV = "NQ = a ab. Die so ent- 
stehende Curve besitzt zwei Zweige; für den 
oberen ist, wenn LACN^ co gesetzt wird, 

X =» Itanoi + asinto^ «/ — + acosto^ 
für den unteren 

x^htanco — asincD^ y^=^ — acosm^ 
woraus für beide Zweige die gemeinsame Curvengleichung folgt 

Hiemach ergeben sich die Differentialquotienten 

dy x^ 

dx^ {y + h){f+a^hy 
^ aV(y«+35y^-2a^5) 

dx^^ {y^+a^hY 
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Die Punkte aj « 0, y — + a und o; =» 0, y = — a sind die 
Culminationspunkte der Curve; die Abscissenachse ist Asymptote 
derselben. Die cubische Gleichung 

bestimmt die Ordinaten der Inflexionspunkte, wobei zu beachten 
ist, dass diese Punkte nur dann existiren, wenn die Wurzeln der 
vorstehenden Gleichung reell und zugleich zwischen — a und + a 
enthalten sind. Für 6 > a findet man zwei derartige y, für & <a 
nur eines; demnach besitzt die Curve vier Inflexionspunkte, wenn 
h> a ist; ausserdem nur zwei. Für b ^ a entsteht bei C eine 
Spitze , für 6 < a hat die Curve eine um C herumgehende Schlinge. 

§ 16. 
Fortsetzung. (Transcendente Curven.) 
1. Die logarithmische Linie hat zur Gleichung 



y « he'* oder x ^ al f^j; 



drei oder mehreren in arithmetischer Progression stehenden Ab- 
scissen entsprechen hiernach Ordinaten, welche eine geometrische 
Progression bilden, und zufolge dieser Eigenschaft können aus dem 
Coordinatenpaar a; = 0, t/«=fe, x^^a^ y^^he beliebig viele weitere 
Coordinaten durch Construction abgeleitet werden. Die Curve 
steigt fortwährend mit convexer Krümmung; die Subtangente ist 
constant = a, der Ejrümmungsradius 



_ V{a' + y'y 

ay 
2. Die Gewölblinie entsteht, wenn man die beiden sym- 
metrisch entgegengesetzt liegenden logarithmischen Linien 

construirt und zwischen jedem y^ und y^ das arithmetische Mittel 
aufsucht; die Gleichung der Gewölblinie lautet demnach ^ 



oder auch 
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Die Curve wird von der 2/ -Achse in zwei congruente Theile ge- 
theilt, von welchen der über der positiven a;- Achse liegende Zweig 
fortwährend mit convexer Krümmung steigt. Mittelst der Formel 

dx a 

ist die Tangente im Punkte xy leicht zu construiren; für' den 
Krümmungshalbmesser hat man 



Q^ 



y{a^^b'+yy 



ay 



Im speciellen Falle 6==a führt die Curve den Namen Ketten- 
linie; der Krümmungsradius ist dann gleich und entgegengesetzt 
der Normale. 

3. Die reciproke logarithmische Linie hat zur Gleichung 

a 

y = 6e* oder x = 



(I)' 



drei in harmonischer Proportion stehende Abscissen entsprechen 
hiemach drei in geometrischer Proportion stehenden Ordinaten, 
und zufolge dieser Eigenschaft können aus einem Coordinatenpaar 
(z. B. flj « «l-a, y = he^ und aj = «, 1/ = 6e) beliebig viele Coordinaten- 
paare durch Construction hergeleitet werden. Den negativen Ab- 
scissen von flj = — 00 bis aj =» entspricht ein Curvenzweig, der 
von einer in der Höhe b parallel zur rc- Achse liegenden Asymp- 
tote bis zum Coordinatenanfange herabsteigt und an der Stelle 
a b 



-2'^="? 



von concaver zu con- 



vexer Krümmung übergeht. An der Stelle 

^ = springt y von nach -f oo über, 

nachher fällt die Curve mit convexer 

Kriinmiung und nähert sich derselben 

Asymptote, wie der vorige Zweig. Um 

die Tangente im Punkte P zu construiren 

(Fig. 18), nehme man auf der Ordinaten- 

achse OJ. = a, lege durch senkrecht zu AM eine Gerade, welche 

die Ordinate MP in S schneidet, so ist MS = MT die Subtangente. 

Der Krümmungsradius ist , 

a{a+2x)x^y 
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Fig. 19. 



4. Die Gleichung einer Curve sei 

wobei man beachten möge, dass die Functionen l{e^) und 2lz 
zwar für positive, nicht aber fOr negative e identisch sind. Der 
Coordinatenanfang ist der Mittelpunkt der Curve, welche aus vier 
congruenten Quadranten besteht. Betrachtet man nur den zwischen 
den positiven Seiten der Coordinatenachsen liegenden Quadranten, 
so findet sich, dass derselbe mit x « a, 
^ — beginnt, anfangs mit concaver Krüm- 
mung, von X ^ y ^ aYe ab mit convexer 
Krümmung steigt und ins Unendliche geht 
Um die Tangente in einem Curvenpunkte P 
zu construiren (Fig. 19), fällt man vom 
Abscisseijendpunkte M eine Senkrechte MS 
auf den Eadiusvector OP und legt noch 
ST-^ OX'j es ist dann MT die Subtangente. Für den Krümmungs- 
radius ergiebt sich, wenn u die Normale im Punkte P bezeichnet, 

«.8 




Q^ 



y'-x'' 



hieraus folgt eine einfache Construction des Krümmungsmittelpunktes. 
5. Die logarithmische Lemniscate. Es sei 

y'^^xH 

so besteht die Curve aus vier congruenten um den Coordinaten- 
anfang herum liegenden Quadranten. Der zwischen positiven Co- 
ordinatenachsen befindliche Quadrant geht vom Coordinatenanfenge 
aus*, steigt mit concaver Krümmung bis zu dem oberen Culmi- 



* Man kann hierbei folgende Bemerkung zu Hülfe nehmen. Für 
a < & ist bekanntlich (S. 3) 



mithin für a = 1 , & = 1 + 



b-a 

z 



> maw— 1, 



('-r-'>' 

und durch U ebergang zur Grenze für unendlich wachsende m 
e» — 1 > « folglich c» > z. 
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nationspunkte a; = ^ = —=? fällt dann bis a; = a, 2/ = und wird 

Ve 
für ic > a imaginär; in beiden Durchschnitten mit der a;- Achse 
steht die Curve senkrecht auf dieser Achse. 
Der Mittelpunkt ist der einzige Wendepunkt. ^ 
Um die Tangente im Punkte P zu constndren, 
legt man durch den Abscissenendpunkt M n[( 
senkrecht zum Eadiusvector OP (Fig. 20) 
eine Gerade MN^ welche die Ordinatenachse 
in N schneidet; NP ist dann die Tangente. 
Bezeichnet u die Normale im Punkte P, so ergiebt sich 







Fig. 20. 


V^ 







M 



woraus eine einfache Krümmung des Krümmungsmittelpunktes folgt. 
6. Die Tractorie der Geraden. Durch die beiden Gleichungen 
X ^^ a (|-Z coi^\{ü — Cö5a)), y ^^ a sinm 
oder durch die eine Gleichung 






Fig. 21. 



wird eine Curve von folgenden Eigenschaften bestimmt. Die Curve 

besteht aus vier congruenten um den Coordinatenanfang herum 

liegenden Quadranten. Der zwischen den positiven Seiten der Co- 

ordinatenachsen enthaltene Quadrant beginnt mit 

a; «• 0, 2^ = a, fällt unausgesetzt mit convexer 

Krümmung und hat die a;- Achse zur Asymptote. 

Es ist femer 

äy ^ y 

dx )/a« - y^ 

und hieraus folgt, dass die Tangente PT (Fig. 21) 
^ie constante Länge a besitzt. Für den Ejrümmungshalbmesser 
findet man 




Setzt man z ^ ilat, wo co mehr als die Einheit betragen muss, und 
quadrirt, so erhält man »^ ^^ Ln»>\i 

oder 



(o>i- (?«,)« 



U 



00 1(0 



daraus geht hervor, dass — bei unendlich wachsenden od gegen die Null 
convergirt. 
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Fig. M. 



, — r~' 

errichtet man in T eine Senkrechte auf der a;- Achse, so schneidet 

diese Senkrechte die Normale im Krümmungsmittelpunkte Q. 

7. Die Spirale des Archimedes ist diejenige Curve, bei 

welcher der Radius vector r proportional dem Polarwinkel wächst. 

Um diese Spirale zu construiren, muss 
man zunächst ihren erzeugenden Kreis 
rectificiren, was entweder mittelst 
eines Massstabes, oder auf folgendem 
graphischen Wege geschehen kann 
(Fig. 22). Ihi AB^2a der Durch- 
messer, C der Mittelpunkt des Kreises, 
so legt man in B eine Tangente an 
den Kreis, construirt mit ungeänderter 

ZirkelöffiQung den Winkel BCE^^(f, die Gerade jB F « a • faw 30^ 




und nimmt FG — 3a; es ist dann 



a. 3,141533... 



Fig. 23. 



also mit einer für graphische Zwecke völlig ausreichenden Genauig- 
keit AG^ = a • TT « dem Halbkreise ABB. Theilt man sowohl den 
Halbkreis als die Gerade in gleichviel gleiche Theile, z. B. in 6, 
oder 12, oder 24 Theile, was aus nahe liegenden Gründen sehr 
bequem ist, so entstehen beiderseits gleiche Stücke, wie z. B. 

arcBD'^GH. In Fig. 23 sei 
nun wieder OÄ '^ a und die Pe- 
ripherie des um mit dem Ra- 
dius a beschriebenen Kreises eben 
so wie vorhin getheilt; nach den 
Theilpunkten zieht man die Radien 
und trägt auf letztere, vom Mittel- 
punkte aus, die entsprechenden geradlinigen Strecken auf, so 
dass immer OP^' arcÄQ ist. Die Gleichung der Spirale ist hiemach 




r = at; oder — =^ tan • 

X a 

Vom Coordinatenanfange ausgehend, macht die Spirale unendlich 
viele, sich mehr und mehr erweiternde Windungen; sie besitzt 
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daher unendlich viele Culminationspunkte, deren Polarwinkel durch 
die Wurzeln der transcendenten Gleichung 

tand 

bestimmt werden. Die Polarsubnormale hat die constante Grösse 
a; legt man demnach senkrecht zum Vector OP den Kreisradius 
OiJ, so ist PR die Normale für den Punkt P. Der Bjrümmungs- 
halbmesser ist « 

worin u die Polarnormale PB bezeichnet. 

8. Die hyperbolische Spirale. Diese Curve hat zur 
Gleichung 

und lässt sich auf ähnliche Weise wie die Spirale des Archimedes 
construiren. Für = wird r= oo und zugleich geht y '^ rmid 
in a über; bei wachsenden nimmt r ab. Die hyperbolische Spi- 
rale besitzt demnach eine Asymptote, welche in der Entfernung 
a parallel zur Polarachse liegt; sie macht femer unendlich viele, 
sich mehr und mehr verengende Windungen; der Coordinaten- 
anfang ist ein asymptotischer Punkt der Curve, Culminations- 
punkte sind, wie bei der vorigen Curve, an den Stellen vorhanden, 
wo tand ^^ — d wird. Die Polarsubtangente hat den constanten 
Werth — a, was eine einfache Tangentenconstruction giebt. Be- 
zeichnet u die Polamormale, so ist 

9. Die parabolische Spirale hat zur Gleichung 

r^ == a»0 



und kann wegen r -= ya • ad auf ähnliche Weise wie die Spirale 
des Archimedes construirt werden. Sie macht vom Coordinaten- 
anfang aus sowohl nach rechts wie nach links unendlich viele 
sich erweiternde Windungen, deren Culminationspunkte durch 
die transcendente Gleichung 

^aw0--20 

bestimmt werden. Die Polarsubnormale ist nach der Formel 

Sohlömilch, Uebangsbuch. T. 4. Aufl. 8 
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2r 
leicht zu constroiren; zwischen der Polarnormale u und dem Erüm- 
mungsradius besteht die Relation 



10. Die reciproke parabolische Spirale (Lituus). Als 
Gleichung der Curve hat man 

welcher Ausdruck leicht zu construiren ist. Für ö = wird r = c», 
dagegen ^ «=* 0; bei wachsenden nimmt r ab. Die Curve macht 
daher, und zwar nach entgegengesetzten Seiten hin, unendlich 
viele sich verengernde Windungen; die Polarachse ist ihre Asymp- 
tote, der Pol ihr asymptotischer Punkt. Culminationspunkte sind 
an den Stellen vorhanden, wo to«ö «— — 2Ö wird. Femer besitzt 
die Curve zwei Inflexionspunkte fOr -» | =- arc 28° 38' 52" 4 und 
♦• — ± V^ • ö- Die Polarsubtangente bestimmt sich durch die leicht 
construirbare Formel 

zwischen der Polamormale u und dem Krümmungsradius besteht 
die Relation 

11. Die logarithmische Spirale. Aus der Gleichung der 

Curve nämlich 

1 

r 

folgt, dass die Vectoren in geometrischer Progression wachsen, 
wenn die Polarwinkel eine arithmetische Progression bilden; sind 
demnach zwei Punkte der Curve bekannt, z. B. A mit den Co- 
ordinaten 6 — 0, r ^ a und B mit den Coordinaten 6 =» yr, r = 5, 
so lassen sich durch Construction beliebig viele Curvenpunkte be- 
stimmen. Den von bis + oo wachsenden 6 entsprechen unend- 
lich viele, sich fortwährend erweiternde Windungen, den Werthen 
von 6 — Obisö""— 00 unendlich viele immer enger werdende 
Windungen, die sich dem Coordinatenan£uige als asymptotischem 



r « ae^^ oder — -Z f-j 
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Punkte nähern. So oft cotd ^ — ß wird, treten Culminations- 
punkte ein. Der Winkel OFT zwischen Radiusvector und Tangente 
(Fig. 24) hat immer dieselbe Grösse, Fig. 24. 

nämlich arccotß] der Krümmungs- 
halbmesser ist gleich der Polar- 
normale PU. / \J^ 

12.DieKreisevolvente(Fig.25). ^f 
An einen, mit dem Radius OA -= a 
beschriebenen Kreis ist in einem beliebigen Punkte M eine Tan- 
gente gelegt und auf derselben eine Strecke MP abgeschnitten, 
welche gleich ist dem Kreisbogen zwischen M und einem festen 
Punkte Ä; alle so construirten Punkte P bil- ^ ^^ 

den eine Curve, welche sich für LAOM' 
folgendermassen ausdrücken lässt 

x ^ a (cos oa + a)sina))j 
oder y — ö (sin la — mcos w) 

f = a ]/l + ß)*, d ^ (0 — arc tanto^ 
oder 

^A 



=== I ^rc cos — 

r 




Fig. 26. 



a r 

Die Curve gehört zu den Spiralen, insofern sie unendlich viele, 
sich fortwährend erweiternde Windungen um herum macht. 
Die Kreistangente MP ist zugleich die Normale und der Krüm- 
mungshalbmesser der Curve. Nimmt man in den vorigen Formeln 
die Wurzeln negativ, so erhält 
man den zweiten Zweig der 
Curve, welcher dem ersten sym- 
metrisch entgegengesetzt liegt. 
13. Die Tractorie des 
Kreises (Fig. 26). Es sei A 
ein fester, M ein beliebiger j 
Punkt eines mit dem Radius I 
OA^a beschriebenen Kreises; ' 
durch M ist eine Tangente an 
den Kreis gelegt, auf dieser MN — arc AM genommen und 
schliesslich auf ON die Senkrechte MP geMlt; alle so construirten 
Punkte P bilden eine Curve, welche sich für LAOM^^od folgender- 
massen ausdrücken lässt 

8* 
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oder 



VThT 



-■ (ö — arc tan co 



e- 



Arc cos — 

r a 



Die Cnrve macht von A aus unendlich viele, sich fortwährend ver- 
engernde Windungen um den Coordinatenanfang, welcher der 
asymptotische Punkt der Curve ist; sie besitzt femer einen In- 
flezionspunkt I an der Stelle 

w —1, 



—;=t (7 — 1 — -r? 

V2 4 



Fig. 27. 



welchen man leicht mittelst der Bemerkung construiren kann, dass 
naherungsweise ,«„i _ ,,„57, j^r ^^.g - i 

ist, wobei der begangene Fehler weniger als 2 Secunden beträgt. 
Die Polartangente FT hat die constante Länge a; der Durch- 
schnitt von MO mit der Normale ist der Krümmungsmittelpunkt (?. 
Nimmt man in den obigen Formeln die Wurzelgrössen negativ, so 
erhält man einen zweiten Curvenzweig, welcher dem ersten sym- 
metrisch entgegengesetzt liegt. 

14. Die Cycloide (Fig. 27). Wenn ein Kreis auf einer Ge- 
raden fortrollt, ohne zu gleiten, so beschreibt ein Peripheriepnnkt 

des Ejreises die genannte Cnrve. 
Es sei AB ^Q gegebene Gerade, 
NTT der rollende Kreis in einer 
seiner Lagen, wo er -4.J5 in Ä 
berührt, P derjenige Ptmkt des 
Kreises, welcher die Curve beschreibt 
und welcher sich zu Anfange der 
Bewegung in A befanden haben 
möge; es ist dann AN ^ arcNP. 
Um die Curve zu construiren, braucht man den Kreis nur in 
seiner mittelsten, einer halben Umdrehung entsprechenden Lage 
zu zeichnen, so dass AB gleich der halben Kreisperipherie BP'I) 
ist; man wählt dann arcBP^ willkürlich, nimmt AN ^^ arcBP\ 
zieht durch P' eine Parallele, durch N eine Senkrechte zu AB 
und trägt von dem Durchschnitte B beider Linien die Strecke 
BP = J?'P' ab. Nimmt man A zum Anfang rechtwinkliger 
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Coordinaten, AB zur Abscissenachse, setzt den Kreisradius MP'^h 
und den sogenannten Wälzungswinkel PMN — o, so erhält man 
oj =» 6 (w — sind)), y ^h(l — cosai) 



oder 



b Are cos — j-^ — V^2 hy — y^, 



wobei überhaupt Are cos z irgend einen der Bögen bezeichnet, 

welche z zum Cosinus haben. Aus diesen Gleichungen ergeben 

sich die Werthe 

dy stncD - 

— — cot j<0^ 



dx 



dx^ 



1 — CÖ5 CD 
1 



465in*Ya> 



6(1— costof 

Die Curve besteht aus unendlich vielen congruenten Zügen, welche 
die Abscissenachse in den Punkten a; = 0, ±27r6, ±4jr6, ±67r6, 
etc. rechtwinklig schneiden und an den Punkten aj = ±7i;6, ±3« 6, 
±5 7t 6, etc., denen immer dieselbe Ordinate 26 entspricht, obere 
Culminationspunkte besitzen; Inflexionspunkte sind nicht vorhanden. 
Zieht man noch den Durchmesser NMT^ so ist FT die Tangente, 
?N die Normale der Curve; der Krümmungsradius FQ beträgt 
das Doppelte der Normale PN. 

16. Die gedehnte und die verschlungene Cycloide 
(Fig. 28). Wie bei der vorigen Aufgabe denke man sich einen 
Kreis auf einer Geraden rollend, nehme aber Fig. 28. 

als beschreibenden Punkt einen nicht auf der 
Kreisperipherie liegenden Punkt, dessen Ab- 
stand vom Kreismittelpunkt — c sein möge. 
Die Anfangslage des Kreises sei diejenige, 
bei welcher die Verbindungslinie des Kreis- 
mittelpnnktes und des beschreibenden Punktes A senkrecht auf 
der gegebenen Geraden steht und der Abstand des beschreibenden 
Punktes von dieser Geraden am kleinsten ist; die Basis nehmen 
wie zur Abscissenachse, ihren Dui'chschnitt mit CA zum Coordi- 
natenanfang. Es gelten dann folgende Gleichungen 




a? «— 6a) — C5i«c), y«5 — cco5(o. 



dy 
dx 



CSlfKQ 



dx^ 



c(hcos(x> — c) 



h — ccos(o' dx^ (h — ccoscoy 
bei deren Discussion zwei Fälle unterschieden werden müssen. 



Xlg Die DiBCusBion ebener Gurren. 

Ist nftmlich c<l) wie in Fig. 28, so heisst die Curve eine 
gedehnte Cycloide. Dieselbe schneidet die Abscissenachse nicht 
und besitzt an den Stellen a? — 0, ± nh^ ± 2 «6, ± 37r6, etc. 
Cnlminationspunkte, welche abwechselnd untere und obere Culmi- 
nationspunkte sind; dazwischen liegen Inflexionspunkte, deren o 

durch die Gleichung cosoa >» — bestimmt werden, deren Abscissen 
mithin sind 

c cY^F^^ 
Xi — oArccos-r — 7 



Im Falle c>h heisst die Curve eine verschlungene Cy- 
cloide. Sie schneidet die Abscissenachse unendlich vielmal an den 

& . . 

Stellen, wo costo '^ — wird; sie besitzt femer untere und obere 
c 

Culminationsptmkte an denselben Stellen, wie die gedehnte Cy- 
cloide, dagegen sind Inflexionspunkte im eigentlichen Sinne nicht 
vorhanden. Für beide Cycloiden ist PN die Normale; bezeichnet 
man sie mit u, so hat man für den Krümmungshalbmesser die 
Formel - 

c(hcosG} — cY 
welche leicht geometrisch construirt werden kann. 

16. Die Epicycloiden. Auf der Aussenseite eines unbe- 
weglichen, mit dem Radius OÄ'^a beschriebenen Kreises (Fig. 29) 
Fig. 29. rolle ein mit dem Halbmesser h construirter 

Kreis; irgend ein Peripheriepunkt P des letz- 
teren Kreises beschreibt dann eine Epicycloide. 
Den Anfang der Bewegung denken wir uns 
so, dass der beschreibende Punkt mit dem 
Berührungspunkte Ä beider Kreise zusammen- 
fällt; nennen wir für irgend eine spätere Lage 
N den Berührungspunkt beider Kreise, so ist 
immer arcÄN ^ arcNP. Die Construction 
der Curve konmit daher in der Hauptsache 







T ' ■ ' ^ 

^ S darauf zurück, derartige gleiche Bögen zu 

finden. Wenn die beiden Kreishalbmesser in rationalem Verhält- 
nisEe stehen, so erreicht man dies leicht dadurch, dass man zwei 
ganze Zahlen m und n wählt, die sich wie a zu 6 verhalten und 
nachher den ruhenden Kreis in m-, den beweglichen Kreis in 



Die Discussion ebener Curven. 



119 




n-Theile theilt. So ist in Fig. 30 a : 6 = 3 : 2, m -= 12, w «- 8, 
mithin arcÄH, d. h. ^ der Peripherie des ersten Kreises, = arcÄF'» -| 
der Peripherie des zweiten, ebenso Fig. so. 

arcÄN^ 2 • arcÄH'-- 2 arcAF-=-arcNF. 
Bei einem irrationalen Verhältniss von 
a : h ist es für graphische Zwecke hin- 
reichend, statt jenes Verhältnisses ein 
nahekommendes rationales Verhältniss 
zu setzen, welches man durch Abkürzung 

a 
des unendlichen Decimalbruches fiir — 



oder besser durch Kettenbrüche erhält; 
so würde man im Falle — *= 1/2 ent- 



weder m«14, w«=10, oder genauer 
w=*17, t^==12 nehmen. Ein anderes 
Näherungsverfahren ist folgendes. Auf 
dem kleineren der beiden Kreise, welcher 
in Fig. 30 der rollende Kreis ist, nehme man den Bogen iUF' will- 
kürlich, jedoch höchstens gleich einem Achtel der Peripherie, ferner 
AD gleich dem dreifachen Eadius AC und ziehe DF^ welche 
Gerade die durch A gelegte Ejreistangente in G schneidet; die 
Strecke AQ kommt dann dem Bogen AF sehr nahe und lässt 
sich nun wieder auf den anderen Kreis übertragen, indem man 
AE= 3 ' AO nimmt und die Gerade EG zieht, welche von dem 
zweiten Kreise den Bogen AH^AG^^AF abschneidet.* Hat 
man nach der einen oder andern Methode die gleichen Bögen 
AH und AF construirt, so nimmt man auf der Peripherie des 
ruhenden Kreises arcAN gleich einem beliebigen Vielfachen von 
arcAH, zieht ONM^ « + &? beschreibt aus M mit dem Radius 6 
einen Kreisbogen NF^ welcher das Gleichvielfache von arc ^J^ ist; 
man kann auf diese Weise beliebig viele Curvenpunkte P construiren. 
Wählt man zum Anfang rechtwinkliger Coordinaten, OA zur 
Ordinatenachse und setzt den Wälzungswinkel NMP^ co, so führt die 

Bemerkung, dass in Fig. 29 LAON " ' 

ist, zu folgenden Gleichungen 



und LPlfJ2 = co + — 
a a 



* Vergl. die Aufgabe Nr. 10 in § 41. 
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flc — (a+ o)5in osin ^^— j 

^ ^ a a 

3/ — C« + o)cos hcos ' — ' 

In dem besonderen Falle, wo — ein rationaler Bruch ist, wo 

a ' 

sich also b und a zu einander verhalten wie die ganzen positiven 
Zahlen n und m, kann q> aus den vorstehenden Gleichungen 
eliminirt werden. Für co — mg) ist nämlich 

X ^ {a + h) sinng) — b sin (m + n) g) ^ 
y — (a + b)cosng) — b cos (m + n) 9?, 
und hier lassen sich die Sinus und Cosinus der Winkel nq) und 
{m + n)q) durch Potenzen der Sinus und Cosinus des einfachen 
Winkels 97 ausdrücken; die Elimination von sing) und cosg> hat 
nachher keine Schwierigkeit. 

Ist z. B. 2) -» |-a und wird o «-> 297 gesetzt, so hat man 
X = ja(ßsin(p — sinSqi) «= 2asin^q), 
y » ^ai^Zcosq) — C0539?) « a(2siw*9? + l)cos9?, 
mithin durch Elimination von (p 

woraus hervorgeht, dass die auf Seite 99 unter Nr. 14 betrach- 
tete Curve eine Epicycloide ist. 

In dem noch einfacheren Falle 6 — a erhält man durch Elimina- 
tion von a und mittelst der Coordinatenveränderung x^^^x^^y^a—y^ 

woraus folgt, dass auch die Cardioide als 
eine Epicycloide betrachtet werden kann. 
Um die Gleichungen der gedehnten 
und der verschlungenen Epicycloide zu 
finden, nehme man die Entfernung des be- 
schreibenden Punktes P vom Mittelpunkte 
M des rollenden Kreises nicht = &, sondern 
— c; man erhält dann (Fig. 31) 

{a + o)s%n csin- ^— ? 



Fig. 81. 




1/ — (a + t) cos 



boo 



(a + b)a 
ccos- ^— J 
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wobei c < 6 einer gedehnten, c>h einer verschlungenen Epi- 
cycloide entspricht. Hinsichtlich der Elimination von co gilt hier 
wieder die vorige Bemerkung. 

Durch Differentiation der obigen Formeln ergeben sich die Werthe 

, . 6(ö . (ä + 6)a> . hü) 

osin csin- ^— asm x 

dy a a a 

dx ^ 6a> (a + &)o> &« 

hcos CC08- ^—' y — acos — 

a a a 

^^_ h^ + (a + h) c^ — (a + 2h)hc cos o 

dx^'^ / , i,\ fr. ^« (a + &)g)V' 
(a + b) [h cos c cos ^— I 



^ (g +h) y(h^ -2hccos(o+ c^f 

b (b'^ — 2 hc cos CD + c^) + ac (c -- h cos o) 
Die Entfernung OP=^r wird am kleinsten f(ir cd«0, ±2n^ ±4^, 
±67C etc., am grössten für (ö«=±7r, ±3«, ±5n etc.; die Nor- 
male im Punkte P geht immer durch den entsprechenden Berühr- 
ungspunkt N beider Kreise. Ein Zeichenwechsel von q tritt ein für 

b^+{a + b)c^ 



oder 


entweder 


tanja 


uuo w — ■ 


(a+ 2b)bc 




wozu 
oder 


-|/6 — c (a + h)c 

^y b + c la + b)c 

b^' 

a + b 

b^ 
h <r n<r 


-b^ 



a + b 
nothwendig ist. Da die letzte Ungleichung sich selber widerspricht, 
so können Zeichenwechsel von q^ d. h. Inflexionspunkte, bei der 
verschlungenen Epicycloide gar nicht, und bei der gedehnten Epi- 

b^ 
cycloide nur dann vorkommen, wenn c zwischen — —7 und b ent- 

' a + b 

halten ist. Die geometrische Bedeutung hiervon ergiebt sich, wenn 
man von aus an den in seiner Anfangslage befindlichen rollenden 
Kreis die Tangente OD legt und von D auf 00 die Senkrechte DE 
fällt; der beschreibende Funkt, dessen Anfangslage Ä ist, muss dann 
zwischen E und B liegen. Aus dem Werthe von q kann man 
leicht eine Construction des Krümmungshalbmessers ableiten. 
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Fig. SS. 




y e» (a — 6) cos h ccos 



17. Die Hypocycloiden (Fig. 32). Anf der Innenseite eines 
festen mit dem Halbmesser a beschriebenen Ejreises rolle ein be- 
weglicher Kreis mit dem Badius &; irgend ein Peripherieptmkt des 
letzteren Kreises beschreibt dann eine Hypocycloide. Liegt der be- 
schreibende Punkt nicht in der Entfernung h, 
sondern in der Entfernung c vom Mittelpunkte 
des beweglichen Kreises, so entsteht eine ge- 
dehnte oder verschlungene Hypocycloide, je 
nachdem c <h oder c>h ist. Aus der Figur 
erhält man leicht für L NMP = co 

/ ,s . 5© . (a — 6)üo 

a; — (a — o) 5*w csin ^— j 

^ ^ a a 

(a — &) © 
a a ' 

dieselben Gleichungen entstehen auch, wenn man in den far die 
Epicycloiden geltenden Formeln dem h die entgegengesetzte Lage 
und dem m die entgegengesetzte Drehungsrichtung giebt, also &, 
c und CO zugleich negativ nimmt. 

Auch hier gilt die Bemerkung, dass die Elimination von o 
ausgeführt werden kann, sobald — ein rationaler Bruch ist. So 
hat man z. B. für c =^1) =^ ^a und o « 4g? 

X = ja(sin 3g? — 35mg)) = — asin^q>^ 
y ^\a (cosSq) + 3 C05 g?) «= + a C05*g?, 
und durch Elimination von g? 

woraus hervorgeht, dass die auf Seite 98 unter Nr. 12 betrach- 
tete Curve zu den Hypocycloiden gehört. 

Die Entwickelung der allgemeinen Eigenschaften der Hypocyclo- 
iden geschieht nach ganz ähnlichen Formeln wie bei den Epicycloiden. 

In dem Falle a < &, wo sich der grössere Kreis um den 
kleineren herumschwingt, nennen Manche die Curve eine Peri- 
cycloide; die nicht erheblichen Modificationen, welche die Formeln 
dann erleiden, wird man ohne Mühe finden. 
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Aufgaben über geometrische Orte. 

§ 17. 
Die Evoluten. 

Sind X und y die rechtwinkligen Coordinaten eines Curven- 
punktes und ist femer zur Abkürzung 

dx ^' dx' ^' 
so werden die rechtwinkligen Coordinaten § und ij des zngehSrigen 
Erümmungsmittelpunktes dnrcli folgende Formeln bestimmt 

. 1 + y» , , l + y 

i~^-—^t/> n'-y + ^r-' 

Alle Krümmungsmittelpunkte bilden zusammen eine Curve, den 
geometrischen Ort des Krümmungsmittelpunktes, welche bei ebenen 
Curven die Evolute der ursprünglichen Curve heisst; ihre Gleich- 
ung erhält man aus den Formeln für £ und^ 17, wenn man, unter 
Zuhülfenahme der zwischen x und y bestehenden ursprünglichen 
Curvengleichung, die Variabelen x und y eliminirt, so dass nur 
die gesuchte Gleichung zwischen § und ti übrig bleibt. 
1. Die Parabel. Aus der Gleichung 

V '^1/2 hx 
folgen die Werthe ^ ^ 

J^Sx + h, t7 = -y^'; 
durch Elimination von x ergiebt sich als Gleichung der Evolute 

oder, wenn der Coordinatenanfang im Sinne der positiven J um Ä 

verschoben wird, 27Ä^»-8|« 

Die Evolute ist demnach eine semicubische Parabel, 
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2. Die Ellipse. Stellt man die Ellipsengleichung in der j 
wohnlichen Form dar , . , , . , 

(i)+(f)- 

und Betzt znr Abkürzung 

a "^ h 

so erhält man als Gleichung der Evolute 



©•+©*-' 



oder in rationaler Form 

(^?;-)'+"CH)'->- 

3. Die Hyperbel. Aus der Mittelpunktsgleichung 

2 

-1 



©'-(!)' 



folgt, wenn zur Abkürzung 

a — 1 /3 — — r — 

ab 
gesetzt wird, 



oder in rationaler Form 

4. Die Cissoide. Die Gleichung dieser Curye, nämlich 
(2a — x)y^=- x^ 



liefert die Werthe 



_ aa;(l2a — örc) 8a| / x 

^ Z{2a-xy ' "^^TK 2a-a;' 

entnimmt man x der zweiten Formel und substituirt den erhaltenen 

Ausdruck in die erste, so findet man als Gleichung der Evolute 

4096 a»g + 1152 a\^ + 27 ly* - 0. 

5. Für die Curve, deren Gleichung ist 

9a^*« {x — 3a)*ir, 
gelten die Werthe __ 

a^+2ax — x^ . -i /x^ 

^ Ta ' "--^KV 

welche tungekehrt geben 

a;-a±V2a(a-|), x~f^\ 
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Beachtet man nun, dass eine Gleichung von der Form 

nach Wegschaflfting der Wurzelgrössen übergeht in 
(u - aFf\ 2a(3M + a«)t; - v« - 0, 
so erhält man als Gleichung der Evolute 

256a(a- 2g)3+ 288a(7a - 6g)ij*- 81ij*« 0. 
6. Die Cardioide lässt sich entweder du^ch die eine der beiden 
Gleichungen (^^+^^2^ ^ axf ^ ^a\x^ ^ f), 

r— 2a(l + co5 6) 
oder auch durch die zwei Gleichungen 

a; = 2a (l + cos 0) C05 0, y « 2a (1 + cos 0) 5m 
ausdrücken. Die letzteren geben 

5 « f a + |a (1 — C05 0) cos 0, iy « |a (1 — cos 0) sin 0, 
oder, wenn ^ ö 4« j. v 

gesetzt wird, 

^1 — f ^ (l + ^^^ Öj) cos 0^, 1^1 =» f a (1 + cos 0i) sin 0i. 
Die Gleichung der Evolute in rechtwinkligen Coordinaten würde 
man hieraus durch Elimination von 0^ erhalten, man übersieht 
aber auch ohne diese Elimination, dass die 

' . Fig. 33. 

Evolute der Cardioide wieder eine Cardioide 

ist. Der Eadius ihres erzeugenden Kreises 

beträgt ya, ihr Anfangspunkt A^ liegt in / 

der Entfernung AA^ = i^ imd die Drehungs- ^J bJ" ^"^a7" 

richtung der Evolute ist entgegengesetzt 

der Drehungsrichtung der gegebenen Cardioide (Fig. 33). 

7. Die Lemniscate. Drückt man die Gleichung der Curve 
in Polarcoordinaten aus, nämlich 

r — al/cos20, 
so hat man die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes mittelst 
folgender Formeln zu bestimmen 

a (r«+r'2)(r'sm0 + rcos0) 

. a , {f^-i^''){T'cos^-rsin^) 
ri -« rsinü + /,^ .» » -: 

man erhält 
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2acos^d 2asin^d 



sVcös2d 31/0)520 

Als Gleichtmg der Evolute ergiebt sich hieraus durch Elimination 
von 6 3 2 2. 2 «\ . . 

8. Die logarithmische Linie. Von der Gleichung 



ausgehend erhält man 



2g x_ 

a 

X 

a 



1,2 — JI. 2 -- 



mittelst der zweiten Gleichung kann man e und x durch r^ aus- 
drücken und nach Substitution dieser Werthe wird aus der ersten 
Gleichung , , 

9. Die Eet^enlinie. Ans der Gleichung 

(2* _^ 2x\ / x^ — £.\ 



folgen die Werthe 

® ' 2a? 2a? 



welche geben 



\ 2a / 



\ 2a / 4a 

10. Die Tractorie der Geraden. Mittelst der Gleichung 






eihält man die Werthe 



■V' 

mithin durch Elimination von y 






oder 






8' 

die Evolute ist also die Eettenlinie. 
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11. Die logarithmische Spirale. Die Gleichung 

r -= ae^^ 
liefert, wenn | und iy durch Polarcoordinaten ausgedrückt werden, 

S = — aße^^sind^ ri — aße^^cosd. 
Um auch die Gleichung der Evolute in Polarcoordinaten zu haben, sei 

| — 22cö5T, 1] ^ Rsinx'^ 
es ergiebt sich dann _ ^. , . 

wird noch t — co + |-7t gesetzt, so folgt, dass die Evolute der 
logarithmischen Spirale wieder eine logarithmische Spirale ist, bei 
welcher aß statt a eintritt. 

12. Die Cycloiden. Für die gemeine Cycloide gelten die 
Gleichungen 

a; = 6 (© — m üo), y «= 6 (l — co5 co), 

aus welchen man erhält 

I = 6 (od + 5tnüo), 1? =» — 6 (1 — cosm). 
Verlegt man das Coordinatensystem, indem man 

und ausserdem co » tt — o^ setzt, so gelangt man zu den neuen 
Gleichungen 

li — 6 (ooi — 5m 00^), 1^1 « 6 (1 — • cosa>i), 

welche zeigen, dass die Evolute mit der ursprünglichen Cycloide 
identisch und nur der Lage nach von ihr verschieden ist. 
Für die Epicycloide hat man 

x^ (a + o)sm bsin- ^— ? 

/ I T.N ^® , (a + b)(o 
y ^ (a + h)cos hcos ^— 

und erhält aus denselben 

. aCa + h) . feco , ah . {a + h)m 

S — ^ . ^/ s%n r-— T sin =^— » 

a+26 aa + 25 a 

aia + h") hta : ah (a + h^tn 

V ^ . ^/ cos r-TTT cos ' ^— • 

' a+2h a a + 2b a 
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Vertauscht man das Coordinatensjstem der |, ri mit einem andereD 
gleichfalls rechtwinkligen Systeme der 1^, i^^, welches denselben 
Anfang hat und dessen Abscissenachse mit der Achse der | den 
Winkel y einschliesst, so hat man bekanntlich 

| = liCöSy — i^i^'wy, ri'^^iSiny + fjiCOSy 
oder umgekehrt 

^1 « 1? 5m y + I cosy^ i?i — i/ C05 y — | sin y, 
mithin vermöge der Werthe von | und tf 

Es sei noch . 

/, ^^^ also — « — ; 



a+2b '' a + 26 
die vorigen Gleichungen werden dann 

li = (a^ + &J 5iw -^— ^ — ^1 sin ^-^ ^^—^'i 

^1 ■" (^1 + ^) CÖ5 -^-^ — \ CQS ^^- ^^^— ^ J 

Ol % 

woraus hervorgeht, dass die Evolute einer Epicycloide immer eine 
Curve derselben Art ist, in welcher die Radien des festen und 
des rollenden Kreises in demselben Verhältnisse stehen, wie bei 
der ursprunglichen Curve. 

Nimmt man z. B. die Radien a und h gleich, so ist die tir- 
sprüngliche Curve eine Cardioide, ebenso ist auch die Evolute eine 
Cardioide mit dem Radius a^ « öj ■« |-a (vergl. Aufgabe 6). 

Für die Hypocycloide gelten ganz ahnliche Formeln, aus denen 
der analoge Satz folgt, dass die Evolute eine mit den Radien 

a^ _ ah 

^ a-26 ^ a-2b 
construirte Hypocycloide ist. 
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§ 18. 
Die Endpunkte der Folartangenten und Folarnormalen. 

L Bezeichnen u und v die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 
V'm Fig. 34, welcher der Endpunkt der Polartangente ist, so hat man 

"" aJ + ^y ' ^ x + y\f ' 
unter Zuhtdfenahme der Gleichung der Curve kann man aus diesen 
Gleichungen x und y eliminiren, so dass nur eine Gleichung 

Fig. S4. 




zwischen u und v übrig bleibt, welche den geometrischen Ort des 
Punktts V bestimmt, 

1. Für die Ellipse ergeben sich, wenn man von der Mittel- 
punktsgleichung ^ 

a 
ausgeht, die Werthe 

mithin durch Elimination von x und y 



/ß2 _ 5« \ 2 

a*w* + &*!?* = ( — uv) • 



Bei der Hyperbel gestaltet sich die Gleichung ähnlich. 

2. Nimmt man den Scheitel eines Kegelschnittes zum 
Coordinatenanfang und demgemäss 

Scblömiloh, Uebanffsbuch L 4. Aafl. 9 
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so erhält man 

hx hx^ 

'""'h + {l+k)x' ''^[h + (l + k)x]y' 
folglich 3 

2 

^ "" 2h + {2 + Jc)u' 
Die semicubische Parabel und die Cissoide sind specielle Fälle 
dieser Cnrve. 

3. Ist ein Brennpunkt eines Kegelschnittes der Coordi- 
natenanfang, mithin 

y-,]/Ä«- 2Ä£a; + (a*~l)iC^ 

so wird 

h hx 
w = — j V ^ 

Der geometrische Ort des Endpunktes der Polartangente ist dann 
eine Parallele zur Ordinatenachse und zwar die Directrix des 
Kegelschnittes. 

4. Falls die Gleichung der ursprunglichen Curve in Polar- 
coordinaten gegeben ist, treten an die Stelle der vorigen all- 
gemeinen Formeln für u und v die folgenden 

u ^ -fSinQ. V ^ 7 cos 0, 

aus welchen dann unter Zuhülfenahme der Polargleichung der ge- 
gebenen Curve eine Gleichung zwischen u und v hergeleitet 
werden muss. * 

Für die reciproke parabolische Spirale hat man z. B. 

e 

w«- 2al/0.5m0, v = + 2ayd *cosd 

woraus hervorgeht, dass die Endpunkte der Polartangenten in 
einer paiabolischen Spirale liegen. 

5. Die Gleichung 

charakterisirt eine Curve, von- welcher die hypferbölisdii Spirale 
ein besonderer Fall ist; man erhält < - ' 



2 ^ 
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h sin d hcosd 



\1 + e CÖ5 0/ 



+ ecosd/ 

Der geometrische Ort des Endpunktes der Polartangente ist in 
diesem Falle ein Kegelschnitt, wovon ein Brennpunkt mit dem 
Coordinatenanfange zusammenfällt, und dessen Hauptachse parallel 
der Ordinatenachse liegt. 

II. Bezeichnen u und v die rechtwinkligen Coordinaten des 
Endpunktes W der Polamormale, so gelten die Formeln 



2/(a; + !/«/) oc(x+'i 

y — xxf y — xy^ 

unter Zuziehung der Gleichung der Curve lassen sich x und y 
eliminiren, so dass eine Gleichung zwischen u und v übrig bleibt, 
welche den geometrischen Ort des Endpunktes der Polamormale 
bestimmt. 

6. Aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse folgen die Werthe 

welche geben 

Für die Hyperbel gestaltet sich die Gleichung ähnlich. 

7. Legt man bei irgend einem Kegelschnitte den Coordi- 
natenanfang in den Scheitel, so hat man 



V2ÄX + fcx* 



Die Combination 



u 1/ 2^ + 



Ä;a; 



dient hier, um x durch u und t; auszudrücken; setzt man den so 
erhaltenen Werth in eine der vorhergehenden Gleichungen ein, so 
gelangt man zu dem Resultate 

(w* - -kv^y - 2 Äw Iv?^' (2 + 'k)v\ 

8. Falls die Tirsprüngliche Curve auf Polarcoordinaten bezogen 
ist, hat man 

9* 



welche geben «2 _ o ^-, 2 
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u « — r' stw 6, V ^ + f^ cosdy 
woraus eine Gleichung zwischen u und v herzuleiten ist. 
Bei der Cardioide, deren Gleichung 
r- 2a(l + cosd) 
sein möge, gelten die Werthe 

u — 2asin^dj t; = — 2asindcosd^ 
t;* = 2 aw — u^; 

der geometrische Ort des Endpunktes der Polamormale ist hier 
der Kreis, welcher zur Construction der Cardioide dient. 

9. Für die Curve, deren Gleichung ist 

r — atanjdj 
erh&lt man als Gleichung des geometrischen Ortes von W 

w*+ 2av = a*5 
letzterer ist also eine Parabel. 

10. Für die Curve, deren Gleichung ist 

r «= alcot^d^ 
findet man 

M — a, V ^ — acotO\ 

der gesuchte Ort besteht hier aus einer Parallelen zur Ordinatenachse. 

§ 19. 
Die FusspunktourvoD. 

Lässt man von einem festen Punkte C (Fig. 35) Senkrechte 

auf alle Tangenten einer gegebenen Curve herab, so bilden die 

Fip.85 Fusspunkte P jener Perpendikel eine 



T 




i 



neue krumme Linie, deren Gleichung 

auf folgende Weise gefunden wird. 

Bezeichnen p, ^ die rechtwinkligen 

■^ Coordinaten des sogenannten Poles C, 

X und y die Coordinaten eines beliebigen 



^ Punktes M der gegebenen Curve, u und 
V die Coordinaten des entsprechenden Fusspunktes P, so 
für letztere die Gleichungen 

v-y^iu-x), t; - Ä « - -^ (w - ^), 
woraus z. B. folgt 
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.-,- (--^)f-(f-^v 

1 + y* 

Unter Zuhülfenahme der zwischen x und y bestehenden Gleichung 
lassen sich aus irgend zweieJn der obigen vier Gleichungen x und 
y eliminiren; die übrig bleibende Gleichung zwischen u und t; be- 
stimmt die Natur der Fusspunktcurve. 

1. Die Parabel. Von der Gleichung ausgehend 

y^ '^ Aax 
kann nian die zwei ersten Gleichungen zwischen u und v folgender- 
massen darstellen: 

yv^ 2au + \y\ 2a{v — h) ^ — y(u — g)-, 
man erhalt dann durch Elimination von y 

u (u — gy + (u ^ g) (v — h)v + a (v — hy « 0. 
Wird der Brennpunkt zum Pol genommen, so ergiebt sich einfach 
w = 0, d. h. die Scheiteltangente ist dann die Fusspunktlinie; im 
Fall der Parabelscheitel zum Pol genommen wird, geht die Fuss- 
punktcurve in eine Cissoide über. 

2. Ellipse und Hyperbel. Die Gleichung der Ellipse sei 



(i)'+(f)' 



1; 



die beiden ersten Gleichungen zwischen u und v lauten dann 

h^ux + d^vy «« a^6^, l)^(v — h) x — a^ (u — g)y ^ 0. 
Bestimmt man hieraus x und y^ und setzt die gefundenen Aus- 
drücke in die Ellipsengleichung, so erhält man 

[u(u-g) + v{v- h)y = a2(w ~ gy+ b^(v - hy. 
Diese Gleichung der Fusspunktcurve lässt sich etwas einfacher 
darstellen, wenn der Pol C zum Anfang eines Polarcoordinaten- 
systems genommen wird, dessen Achse CX* parallel zur a;- Achse 
liegt und worin die Senkrechte CP^=^p der Radiusvector und 
LX'CP'^X ^®^ Polarwinkel ist; es ergiebt sich 

(p+ffcosx + h sin %)^ «= a* cos^x + h^sin^x- 
Nimmt man einen Brennpunkt der Ellipse zum Pol, so wird 
die Fusspunktcurve ein Kreis; liegt der Pol' im Ellipsenmittelpunkte, 
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so entsteht die auf Seite 102 Aufgabe 17 betrachtete Curve. Für 
6 = a, p=* — a, Ä«0 geht die Fusspunktcurve in eine Car- 
dioide über. 

Um die entsprechenden Formeln für die Hyperbel zu erhalteD, 
bedarf es nur der Vertauschung von h^ gegen — b^. In dem ^spe- 
ciellen Falle, wo die Hyperbel eine gleichseitige ist und ihr Mittel- 
punkt zum Pol genommen wird, ergiebt sich 

p^ « a^cos^2x] 
die Fusspunktcurve ist dann eine Lemniscate. 

3. Die semicubische Parabel. Die Gleichung der Curve sei 



-i/? 



femer ^««--•|-flf,Ä«=0; fürw und v gelten dann die Gleichungen 

Substituirt man den Werth von x aus der zweiten Gleichung in 
das Product beider Gleichungen, so erhält man 

v^+u{u + ^a)v^-\a(u + |a)« = 0, 
oder 

[v* + (« + ^a)n [v' - i« (m + i«)] - 0; 

der erste Factor kann nur für einen isolirten Punkt verschwinden, 
die Fusspunktcurve hat daher zur Gleichung 

und ist demgemäss eine Parabel. 

4. Die ursprungliche Curve sei bestimmt durch die Gleichung 

(x^ + / - a^y + 27 a^xY = 0; 

um Weitläufigkeiten zu entgehen, ersetze man diese Gleichung 
durch die beiden Gleichungen (Seite 98 Aufg. 12) 

X ^ a COSTCO ^ y ^ a sin^cD, 

drücke dem entsprechend u und v durch © aus und eliminire 
schliesslich co. Wegen ^' «= — tanco gehen die Gleichungen für u 
und t; in die folgenden über 

u sin OD + V cos OD ^ a sin CO cos OD^ v — h ^ (u ■— g) cot w, 
aus denen sich ergiebt 
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oder in Polarcoordinaten, welche ebenso wie bei der vorigen Auf- 
gabe zu wählen sind, 

jP — a CÖ5 % sin ;f — {g cos%-^h sin %)* 

5. Am einfachsten gestalten sich die Formeln, wenn man 
gleich anfangs den Pol zum Anfangspunkte von Polarcoordinaten 
wählt und demgemäss substituirt 

^ - 0, Ä - 0, 
x^rcosd, y^rsind, u^pcosx^ v^psinx'^ 
die allgemeinen Gleichungen gehen dann über in 

[r cos (0 — ;t) + ^ ^^^ (ö — x)]p ^^^1 f^ ^r tan (ß — %) 
oder, wenn man r' aus der zweiten Gleichung in die erste sub- 

^^^' p^rcos{ß-x)i f^ '=-rtan(d-x)i 

wie man auch direct mittelst einer einfachen geometrischen Be- 
trachtung findet. 

Als Beispiel mögen die Curven dienen, welche durch die 
Gleichung ^ ^ a 

reprÄsentirt werden und zu denen u. A. die gleichseitige Hyperbel 
(m «« — 2), die Parabel (w «= — • j), die Cardioide (w « + ■^), der 
Kreis (w ■= + 1) und die Lemniscate (m -« + 2) gehören. Die 
allgemeinen Gleichungen sind hier 

p « a(cosmd)"'cos{d — x)j tanmd — tan(x — 6); 

aus der letzten Gleichung folgt 6 = — r— und nachher aus der 

^ ° ° m+1 

ersten 

^ ^' m + 1 

Die Fusspunktcurve ist hier von derselben Gattung wie die ur- 
sprüngliche Curve; der gleichseitigen Hyperbel z. B. entspricht die 
Lemniscate. 

6. Die logarithmische Spirale. Aus der Gleichung 

erhält man 
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p - ae^^ cos (Ö ^ x)i ß - ««»i (ß - %), 
mithin durch Substitution von aus der zweiten Gleichung in 
die erste 

die Fusspunktcurve ist also wieder eine logarithmische Spirale. 
7. Die Kreisevolvente. Wenn die Curve dtirch die beiden 

Gleichungen 

r — aj/l + üo', 6 — CO — arctan co 

repräsentirt wird, so hat man 

die letztere Gleichung giebt einerseits 

cos (ß — r) ^ — ==? 
andererseits 

— y — Arctan - 
w 
oder 

G) — Are fan CO — ;f =■ -| TT — Are fa« od, o) ^ jTt + %, 
mithin ist nach Substitution der Werthe von cos (ß — %) und ö 

Die Fusspunktcurve ist also einerlei mit der Spirale des Archimedes. 
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§ 20. 
Allgemeine Regeln und Formeln. 

Wenn die gegebene Curve auf ein rechtwinkliges Coordinaten- 

system der x^ y^ z bezogen ist, so gilt für das Bogenelement ds 

die Formel , 

• ds^ydx^+dy^+dz^:, 

im Fall die Curve durch ihre Projectionen auf die Horizontalebene 
xy und die Verticalebene xz^ mithin durch zwei Gleichungen von 
den Formen y ^^ g)(x) und -» t^ (o:) bestimmt ist, hat man statt 
der obigen Formel zu schreiben 

ds^Yl + y'^ + z'^'dx. 
Die Winkel r«, ty, r«, welche die Tangente im Punkte xyz 
mit den Coordinatenachsen bildet, bestimmen sich durch die Formeln 

dx 1 

cos l^x *= 3- *= 



COSZy ' 



cos Tz 



ds yi+yf2^^2 

äy^ y 

ds "" Yi + ^i+gfi 

dz d 



ds |/l + y2+^'2 

Die Gleichungen der Tangente sind 

§ -a; ^ t? —y ^ l — z 

dx dy dz 

ds ds ds 

oder 

n - y ^ y' {^ - ^), t- z^d {^- x). 
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Die Gleichung der Normalebene ist 

oder 

Um den Krümmirngshalbmesser und die Coordinaten des Krüm- 
mungsmittelpunktes zu finden, berechnet man zuerst die drei Grössen 

r«= dzd^x — d^zdx^ 

Z « docd^y — d^xdy\ 
die Gleichung der Erümmungsebene ist dann 

X (^ - or) + r(i? - 3/) + Z(? - ^) = 0; 
ferner gelten für die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes die 



Formeln 



l-o; 



n-y 



?-. 



Ydz-Zdy 2 



Zdx - Xdz 

X^+Y^+Z^ 

Xdy - Ydx 



X^+Y^+Z^ 
und der Krümmungsradius ist 

Q 



d^, 
ds\ 



ds^ 



yx^+Y^+z^ 

Statt dieser Formeln kana auch geschrieben werden 

ds^ 



Vid'xf + {d^yy + (d^y - (d'sy 

1 



V 





3 

+ 


ds 


2 
+ 





1-0! 



<s 



ri-y^gy 



<g) 



?-«=$* 



■C^) 



ds 



ds ' '' ^ "^ ds 
Nimmt man x als unabhängige Variabele, so hat man 
Gleichung der Krümmungsebene 



Die Discussion doppelt gekrümmter Curven. 139 

^ (y'^'_y'V)(|-x)-;r"(,,-y)+y'(J:-r)-0, 

oder 

(^-^)(l-^)-^('?-y)+^(?-^)-o; 

der Krümmungshalbmesser wird 

^"K i(!/«"-yv)*+y'»+«"»l 

und die Coordinaten des Krümmungsmittelpxinlites sind 



I _ a; Q 



, !/y" + ^<>" 



i + ys + ^2)« 

^'+(y/'-yv )y 






In den Fällen, wo sich x^ y^ z durch die unabhängige Variabele 
s ausdrücken lassen, ist 

|_^.^«_, ^_^„^»_, f-e-9«^- 

Um den Halbmesser der zweiten Krümmung, den sogenannten 
Torsionsradins zu bestimmen, berechnet man zuerst die Grösse 

S - (d*a-d*y - dJ'x^y) dz + {ß^ziPx - ^eS^x) dy 

+ (_d^ydh-d<^yd'e)dx] 
es ist dann 

Wird X als unabhängige Variabele angesehen, so ist einfacher 

Im Fall bei jedem x die Gleichung iS ■= stattfindet, liegt die 
Curve in einer Ebene, welche mit der Krümmungsebene identisch ist. 
Zwei durch die Punkte xyz und x + dx^ y + dy^ z + dz ge- 
legte Normalebenen schneiden sich in einer Geraden, welche durch 
die Gleichungen beider Ebenen, nämlich 
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(I -.x)dx + (ti^ y)dy + (X^z)dz^ 0, 

(I - r,)^^ + (^ _ y^a^y + (f « ^) ^2^ _ ^^ 

bestimmt ist. Alle diese Geraden bilden stetig auf einander fol- 
gend eine Begelfläcbe, die sogenannte Evoluten fläche; ihre 
Gleichung ergiebt sich dadurch, dass man x aus den vorstehenden 
Gleichungen eliminirt. 

§ 21. 
Beispiele. 

1. Durchschnitt zweier parabolischen Cylinder. Die 
Gleichungen der beiden Cylinder mögen sein 

x^ x^ 

es ergeben sich dann folgende Werthe 

2a^ 2ax x^ 

COSTx == ^ 2 , 3» COSTn = o , L> C05T, = 



2a^ + x'' ^^^^ 2a« + ^^' ^^^ ^' " 2a« + ^^ 
Die Gleichungen der Tangente sind 

Die Punkte, in welchen die Tangente die Coordinatenebenen schnei- 
det, d. h. die Spuren der Tangente, bestimmen sich hiernach durch 
folgende Formeln 



ll-l^, 




?,-o, 


§2 - i^, 


%-o, 


^2 12 ^^2 ' 


I3-O, 


1^* 





lässt man den Punkt xyz auf der Curve im Räume fortrücken, so 
beschreibt die erste Tangentenspur eine Parabel zweiten Grades, 
die zweite eine Parabel dritten Grades, die dritte eine semicubische 
Parabel. 

Aus den beiden Gleichungen der Tangente erhält man durch 
Elimination von x die Gleichung derjenigen windschiefen Fläche, 
welche von den auf einander folgenden Tangenten gebildet wird, 
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Die Gleichung der Normalebene ist 

2a«| + 2axri + xH ^^ ^^ -^— ^> 

woraus u. A. die Gleichungen der Spuren dieser Ebene hergeleitet 
werden können. 



Ferner ist (2a^+x^y , 



4 a» 

und für die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes hat man 
x^ 4a^+ 2oV-rg^ a;(3a^+ 2j^) 

^^ 2a»' ^'^ 4a« ' ^^ 3a« * 

Bildet man hieraus durch Elimination von x zwei Gleichungen 
zwischen |, t^, {^, so bestimmen diese Gleichungen den geome- 
trischen Ort der &ummungsmittelpimkte. 

Für den Halbmesser der zweiten Krümmung ergiebt sich 

2. Durchschnitt eines parabolischen und eines gleich- 
seitig hyperbolischen Cylinders. Die Gleichungen der beiden 

CyHnder seien ^2 

y^2Vh(x-^a), z^-', 

X 

die Gleichungen der Tangente sind dann 

Legt man durch einen zweiten Punkt x^y^e^ gleichfalls eine Tangente, 
80 ist ebenso 

i?=l/-^{l+^i-2a), ?-4(-|*+2r,), 

und es kann nun die Frage gestellt werden, ob sich beide Tan- 
genten schneiden oder nicht. Für den Durchschnitt der Horizontal- 
projectionen beider Tangenten ergiebt sich 

1/ = VOc — a) (x^ — a) + a, 
för den Durchschnitt der zugehörigen Verticalprojectionen ist 

j. 2xXi 

x + x^ 
und wenn sich beide Tangenten schneiden sollen, so muss h « S// 
sein; daraus folgt 
ax 



X. « 



X ^ a 



' «/i-2a|/ 1 Zi ^^ ^• 

^ y X— a ax 
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Beiläufig sei erwähnt, dass hiernach das harmonische Mittel zwischen 
X und :rj, das geometrische Mittel zwischen y und y^^ sowie das 
arithmetische Mittel zwischen g und e^ constante Grössen sind. 
Die Tangenten am Punkte xyz und an dem nunmehr bestimmten 
Pimkte x^yi^i schneiden sich im Punkte 

§-2a, t?-«!/ » t S ' 

y X — a x^ 

alle diese Durchschnitte liegen auf einer Ebene, welche im Ab- 
stände 2 a parallel zur Ebene yg ist, und bilden zusammen eine 
durch die Gleichung ^ ^ 

fl j^ *^ 2 OC 

bestimmte Curve dritten Grades. 

3. Durchschnitt eines cubisch-parabolischen und 
eines gleichseitig-hyperbolischen Cylinders. Die gegebenen 
Gleichungen seien / \3 2 

\X ~~ flf ) c 

^ 3h^ x' 

für die Tangente hat man dann 

Die Tangente am Punkte 

^ , (a-2xy 2c^ 

^ ^ ' ^^ 246^ ^ Sa— 2x 

schneidet die erste Tangente, und zwar sind die Coordinaten des 
Durchschnitts 

, 2x(Sa - 2ir) (a? - a)^ (2iC - aY ^ 4c* 

^"-3^ -' ^ fc^^ ' ^^^' 

die stetig auf einander folgenden Durchschnitte bilden hiemach 
eine Parabel, deren Ebene parallel zur a;y-Ebene liegt und deren 
Gleichung ist „(3| _ ga)« + 126^ - 0. 

4. Durchschnitt eines hyperbolischen und eines para- 
bolischen Cylinders. Sind die gegebenen Gleichungen 

y ^ -Va^ + x\ « 2 Ycx, 
a 

so hat man als Gleichungen der Tangente 



_ & x^ + a\ ^ 



=)/j(s+.). 
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Soll diese Tangente eine durch den Punkt x^y^e^^ gehende Tan* 
gente schneiden, so rnnss die Bedingung 



X + ar, 
erfüllt sein, woraus die zur Bestimmung von or^, |/j, e^ dienenden 
Gleichungen folgen 

xx^ ^ g*, xy^ = gy, zz^ — 4gc. 
Die Coordinaten des Durchschnittes beider Tangenten sind 

alle Durchschnitte bilden zusammen eine ebene, in der Entfernung a 
parallel zu xy liegende Curve vierten Grades, deren Gleichimg ist 
&^ 2gc __ 

5. Durchschnitt eines Kreiscylinders und einer EugeL 
Die Gleichungen beider Flächen mögen sein 

y^ ^xia — x), x^+y'^+z^'^ a\ 
so dass der Durchmesser des Cylinders dem Halbmesser der Kugel 
gleichkommt; es sind dann 

y «ya;(g — x), z ■«l/g(g--a;) 
die Gleichungen des Durchschnittes beider Flächen. Hieraus folgen 
die Werthe 

^T /x (a — x) a — 2x t / x 

y g(a + ar) ya(a + x) V a + x' 

die Gleichungen der Tangente sind 

^ (a-2x)^ + ax ^ " ]/^[§ - (2 g - g?)] 
''"" 2l/Ä;(g-x) ' 2|/a~a; ' 

femer ist die Gleichung der Normalebene 

2yi + (a- 2x)ri-yäx^S^0, 
Fü^ den Halbmesser der ersten Krümmung findet man 



und für den der zweiten 



y ba + Sx 

^' — 6— Fr 
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Die Oleichongen zweier auf einander folgenden Normalebenen 
sind 



2yx(a-x) . S + (a - 2x) I? '^Yax • ? 



(a ~ 2ir) ; — 2|/a:(a — x) • iy « il/a(a — x) • ?. 
Qnadrirt und addirt man dieselben, so erhält man 

a(4S2+4i?«-f2)«3f2^; 
eliminirt man dagegen | aus beiden vorigen Gleichungen, so bleibt 

a^ri « — xYax • ? oder a'i/^ == f^a?^; 
endlich giebt die Elimination von x aus den letzten Gleichungen 

[4(t2+^2)_f2]8_27l?2f*«0. 

Hierdurch bestimmt sich die Evolutenfiäche, welche im vorliegenden 
Falle eine Kegelfiäche ist. 

• 6. Durchschnitt eines hyperbolischen und eines 
Kettencylinders. Die Gleichungen der beiden Flächen mögen sein 



1^-1, x^ia{e^+e 



und zur Abkürzung werde die numerische Excentricität der Hy- 
perbel mit 6 bezeichnet; es gelten dann die Formeln 
Vx^ - a^ h a 

CÖST;e =» ? C08V« — — ? COSTg «= — J 

ex ' ae ex 

von denen namentlich die zweite bemerkenswerth ist. 
Die Gleichungen der Tangente lauten 

ayx^—a^ yx^ — a^ 

die Normalebene ist durch die Gleichung bestimmt 

aj/^^^^^Q ^oc) + hx(ri^y) + a^^ - ^) = 0, 
und schneidet die aj^f- Ebene immer unter demselben Winkel. 
Für die beiden Krümmungsradien erhält man 
e^x^ e^x^ 

p„__, ^, — _, 

woraus q^: q ^ a:h folgt. 

7. Durchschnitt eines parabolischen und eines cycloi- 
dischen Cylinders. In der Horizontalebene xy (Fig. 36) sei 
eine Parabel als Directrix eines vertical stehenden Cylinders durch 
die Gleichung 
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bestimmt,- in der Verticalebene xz sei eine Gycloide ONC sls Direc- 
trix eines horizontalen Cylinders genommen, dabei ÄC die halbe 
Basis, der Scheitel der Gycloide, OÄ der Durchmesser des 
rollenden Kreises »&, so dass die Gleichungen 
X ^\h(l + cosco), 
£1 « 15 (tu — o -}- sin ooi) . 

oder für ca «.TT. — t(; 

a; = |fe(l — C05T/;), e'^jh(rlf + siniii) 

stattfinden, welche man zu der einen 

Oleichung 



z==^T^Arccos 



h-2x 



+ yhx- 



zusammenziehen kann. Aus den beiden 
Gleichungen ergeben sich folgende 
Werthe 



COBTx 



-1/^' «'^'v-]/^' 




COSXf 



von denen namentlich der zweite bemerkenswerth ist. 
Als Gleichungen der Tangente hat man 

die Normalebene bestimmt sich durch die Gleichung 

:: K?(l - x)+ ya{rt ~ 1/) + Vh^^{t - z)'^ . 
und schneidet die a;;8f- Ebene immer unter demselben Winkel. 
Für die beiden Krümmungshalbmesser findet man 



Q 



^b — X 



-2(a-f-6)|/- 



.I'ig..»7. 




9i 

woraus folgt q^ i.q^^ =* a : h, 
8. Die Schraubenlinie 
(Fig. 37). Bezeichnet OJ. -= a 
den Eadius des Cylinders, auf ^ 

welchem die Schraubenlinie liegt, ß den Steigungswinkel M^ÄP^ 
und ist femer OL^x^ LM^y^ MP^z^ LAOM^m^ so gelten 
bekanntlich folgende Gleichungen 

Schlömiloh, Uebungsbach I. 4. Aufl. 10 
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a? — aro5 CO, y^asinmj ä — acotowjS; 
dabei lässt sich aianß durch — - ersetzen, wenn h die Höhe eines 
Schranbenganges bedeutet; zur Abkürzung sei noch 

a ton j5 — -— — 6, mithin -= ftco. 
Man findet zunächst 



was auch aus der Entstehung der Schraubenlinie unmittelbar her- 
vorgeht, femer 



COSTx ■- . 1 COSt^ ^ r) cost, — 



Die Yerticalprojectionen der Tangente haben folgende Gleichungen 

i-«--f(f-«), »i-»-+fa-4 

welche zu einer einfachen Tangentenconstruction führen. Lässt 
man den Punkt xye auf der Schraubenlinie fortrücken, so be- 
schreibt die Horizontalspur der Tangente eine Kreisevolvente, deren 
erzeugender Kreis den Eadius a besitzt. 

Die Normale bestinmit sich durch die Gleichung 
'-y^ + xrj + hi'^he] 
sie bildet mit der Horizontalebene immer denselben Neigungswinkel 

Der Halbmesser der ersten Krümmung ist constant, nämlich 

' —'^ 

die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

I — COSG), ri '^^ smoo, f— 5oi> 

a a . ' 

und hier erkennt man augenblicklich, dass alle Krümmungsmittel- 
punkte wiederum auf einer Schraubenlinie liegen, welche die näm- 
liche Achse wie die ursprüngliche Schraubenlinie besitzt, deren 
Eadius aber =■ atan^ß und deren Steigungswinkel — 90^ —j^ ist. 
Der Radius der zweiten Krümmung ist gleichfalls constant, 

nämlich . ,9 - 

a^ + h^ 

^1 j: — 
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Die Normalebenen durch zwei auf einander folgende, den Win- 
keln a> und G) + da entsprechende Punkte haben die Gleichungen 

aismm -— aticosG) « &? — ft^oo, 
quadrirt und addirt man und setzt zur Abkürzung 



— -» atofirß — c, — '^ tan ß '^ K. 
a ^ a r t 



so erhält man 



OD "» 



C 

und durch Substitution in die zweite Gleichung 



dies ist die Gleichung der Evolutenfläche. 

9. Die conische Schraubenlinie ist der Durchschnitt eines 
Botationskegels und einer um dieselbe Achse beschriebenen Schrau- 
benfläche; nimmt man die gemeinschaftliche Achse beider Flächen 
zur 0- Achse, so hat man für x, ^, ;e; die beiden Gleichungen 

ic*+y*«= z^tan^y. - — tan-i 
' X c 

g 
oder, wenn — ■- ©, ctany «= h gesetzt wird, 
c 

x=^bcDCOS(o^ y'^bcosincD^ £? « cw, 

woraus u. A. folgt, dass die Horizontalprojection der conischen 
Schraubenlinie eine archimedische Spirale ist. 

Zur Abkürzung sei 5* + c^ «= a*; man erhält dann 

b (cos CD — m sin a) c (ex — ye) 
costx =» -^^ — , — - -= — ; ^ -> 

b (sin CD + (ocoscd) c (cy + xz) 
costy = -^^ — , — - = — / ^ ? 

c c* 



femer als Gleichungen der Tangente 



10* 
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C0i — (cx — ye)£ + yjp*, C0fi — (cy + oj^) ? — xz\ 
woraus z. B. folgt, dass die Horizontalspur der Tangente eine 
Spirale beschreibt, deren Yectoren proportional den Quadraten der 
Polarwinkel wachsen. 

Die Gleichung der Normalebene ist 

c (cx — y«) I + c (cy + xe)ri + c^i — a^zK 
Für die beiden Krümmungshalbmesser findet man 






Capitel VII. 



Die Diseussion der Flächen. 

§ 22. 
Allgemeine Regeln und Formeln« 

Die Gleichung einer Fläche sei in rechtwinkligen Coordinaten 
ausgedrückt und zur Abkürzung 

d0 dz 

dx^ dxdy dy^ 

welche Differentialquotienten entweder direct oder nach § 12 be- 
rechnet werden, je nachdem die Gleichung der Fläche in der ent- 
wickelten Form z '^ f(x^ y) oder unentwickelt in der Form 
jP(jr, y, z) •=» gegeben ist; die Berührungsebene im Punkte xyz 
hat dann zur Gleichung 

i?(l - ^) + aiv - 3/) - (f - ;ef) « 0. 
Die Stellungswinkel dieser Ebene, d. h. die Richtungswinkel der 
Normale im Punkte xyz bestimmen sich durch die Formeln 



COSVx ■» — 



cosv» = — 



COSVz « + 



g 
1 



<iie Gleichungen der Normalen sind 

Soll eine Ebene, deren Gleichung 

a| + i^t? + y? -» 1 
sein möge, die Normale in sich enthalten, so müssen die Be- 
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das Verhältniss — bleibt hierbei willkürlich. 
a 



y — «P + /5g, CIX + ßy + ye-'l 

erfüllt sein, wodurch die obige Gleichung übergeht in 

«(S -x) + ß{fi^y) + (ap + ßq) (S - z) ^ 0; 

ß 

r ui^:k4. i,:^^u^: -"^"»"•«Lrlich. Denkt man sich 

(Fig. 38) ausser dem 

Punkt xyz oder P, dui-ch 

welchen die Normale 

PQ geht, einen zweiten 

Flächenpunkt P^ mit den 

Coordinaten x-häx^y-^-dy^ 

e + dz und legt durch 

PQ und Pi eine Ebene, 

so hat man femer 

cidx + ßdy + ydz = 0, 

oder wegen y =- crjp + |5g 

und dz ^pdx + qdy 

dy^_ cc + (ctp + ßq)p 

dx'^ ß + lap + ßq)q 

dy 
Da X und y von einander unabhängig sind, so bedeutet — keinen 

eigentlichen Differentialquotienten, sondern das Verhältniss zweier 
beliebig abnehmenden Incremente, d. h. eine willkürliche Grösse f, 
geometrisch die trigonometrische Tangente des Winkels zwischen 
der Geraden M^MT und der Abscissenachse. Mittelst der vorigen 

Gleichung kann man e aus — oder umgekehrt dieses Verhältniss 




MM^ 



aus «^herleiten, nämlich 



ß. 



s =» 



l+P^ + -pq 



^il + q*)+pq 






il + a*)e+pq' 



Der Normalschnitt BPS hat in P den Erümmimgshalbmesser 

l + e'+Cp + gQ' 
^ r+28s + f£* 



Yi>*+9*+l. 



Wählt man s so, dass es der quadratischen Gleichung genügt 
[(1 + q')s- pqi] £» + [(1 + q>)r - (l +p') /] a - (l +p')s-pqr, 
so erreicht q seinen grössten oder kleinsten Werth. Statt diese 
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Gleichung aufeiilösen und die den Wurzeln € — » «j und e •■ e^ ent- 
sprechenden Werthe q '=^ Qi und (> =* ^2 °^^^ ^®^ vorigen Fonnel 
zu berechnen, kann man die Hauptkrtlmmungshalbmesser q^ und Q2 
direct bestimmen; wird nämlich zur Abkürzung 



gesetzt, so sind q^ und ^2 ^6 Wurzeln der Gleichung 

(rt - s«)(>«- [(1 + (Z')f - 2pqs + (l+p^)t]nQ + «*- 0, 

mithin ist auch 

(l+g«)r~2pgg + (l + pO^ . 



Q1Q2 



Die Ebenen der beiden Hauptnormalschnitte stehen auf einander 
senkrecht. 

Für irgend einen Normalschnitt, der mit dem ersten Haupt- 
normalschnitte den Winkel bildet, bestimmt sich der Krümmungs- 
halbmesser mittelst der Gleichung 

1 cos^B , sin^O 
— =» 1 > 

Q Qi Q2 

oder 

p « ^1^2 ^ ^Ql92 

Qi sin^d + Q2 ^ö5*ö (»1 + (>2 ~" (^1 ~" Q2) ^^^ 2 
In dem speciellen Falle, wo q^ und q^ gleich und von gleichem 
Vorzeichen sind, erhalten alle q denselben Werth, hängen also 
nicht mehr von « ab. Da die allgemeine Formel für q geschrieben 
werden kann ^ - , « 

l + -?^, + l±l%2 



1 1 25 , ^ 2 
1 -j « + - €* 

r r 



so tritt der obige Fall nur dann ein, wenn gleichzeitig 
pq s 1 + q^ t 



— ) 



., , 1+P^ r 1+p^ r 

ist, oder 

pqr^(l + p')s, {l + qy^(i+p^)t^ 

woftr symmetrisch geschrieben werden kann 
r s t 

1+p^^ pq^ 1+q^ 
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In Yerbindxuig mit der Gleichung der Fläche bestimmen diese Be- 
lationen die sogenannten Ereispunkte der Fläche. 

Die HauptkrOmmtmgshalbmesser g^ imd pg werden gleich nnd 
Yon entgegengesetztem Zeichen, sobald 

ist. In Verbindung mit der Gleichung der Fläche bestimmt diese 
Relation diejenigen Flächenpunkte, welchen die genannte Eigen- 
schaft Yon Qi und p^ zukommt. 

Im Falle r^ — «*= ist, wird — — 0, d. h. der eine Haupt- 

Q 
normalschnitt geht in eine Gerade über. Flächen dieser Art 

werden Yon einer Ebene nicht in einem Punkte, sondern längs 

einer Geraden berührt. 

§23. 
Beispiele. 

l.Das elliptische Paraboloid. Die Gleichung der Fläche sei 

2a^ 2h 
und darin a > &• Als Gleichung der Berührungsebene findet man 

az he * ' 

wonach die Spuren dieser Ebene leicht zu construiren sind. Die 
Gleichungen der Normale sind 



|_a, = _^(f_,), ri-y^-^it-e); 



setzt man 



«-)/^ + S + f^' 



so bestimmen sich die Richtungswinkel der Normale durch die 

Formeln 

X y 1 

an ^ hn n 

Die beiden Hauptkrümmungshalbmesser g^ und q^ sind die 

Wurzeln der quadratischen Gleichung 

Q^^(a + h + '^ + ^)nQ + a5w*- O5 

setzt man zur Abkürzung "K« + Z>) — c, so erhält man 
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Beide Krümmungshalbmesser sind positiv, mithin sind es auch die 
Krümmungshalbmesser aller Normalschnitte. 

Zur Bestimmung der Kreispunkte dienen die Gleichungen 
ocy ■» 0, ay^ — hx^ »^ ah(a — ?>); 
die erste Gleichung giebt entweder ä; -= oder t/ « 0, wobei der 
letzte Werth wegen a > 6 unbrauchbar ist; die Coordinaten der 
Kreispunkte sind folglich 

2. Das hyperbolische Paraboloid. Die Gleichung der 
Fläche sei ^2 ^2 

als Gleichung der Berührungsebene findet sich dann 

a8 hz ' e 
Um zu entscheiden, ob diese Ebene ausser dem Punkte xyz 
noch andere Punkte mit dem hyperbolischen Paraboloide gemein 
hat, verbinde man die Gleichung der Berühr angsebene mit der 

Gleichung ^2 ^2 

t^ -^• 

^ 2a 26' 
die Elimination von f giebt 

und da diese Gleichung zwei Gerade ausdrückt, so schneidet die 
Berührungsebene das Paraboloid in zwei Geraden, deren Horizontal- 
projectionen parallel zur Horizontalspur der Fläche sind. 
Als Gleichungen der Normale erhält man 

wird femer zur Abkürzung 



-jA^l4 



gesetzt, so sind die Cosinus der Eichtungswinkel der Normale 
X . y 1 

COSVx «= J COSVu «= + r— ? COSVg^^ — 

an ^ bn n 
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Mit Benutzung des abkürzenden Zeichens C'^ ^(a ^ b) (rhält 
man für die Hauptkrüminungshalbmesser 

Q^^nlc + g-Vic + zy+abn'}. 
Dabei ist Qi positiv, g^ negativ; die Krümmungshalbmesser aller 
um einem Punkt herum liegenden Normalschnitt« erstrecken sich 
demgemftss theils nach der einen, theüs nach der andern ent- 
gegengesetzten Richtung. 

Das hyperbolische Paraboloid besitzt keine Ereispunkte, wohl 
aber solche Punkte, in denen die Hauptkrümmungshalbmesser gleich 
und entgegengesetzt sind. Die Bedingung Pi + Pa "= giebt näm- 
lich JE? — — C5 die erwähnten Punkte liegen demnach auf einer 
horizontalen Ebene, welche die Fläche in einer Hyperbel schneidet. 

3. Das dreiachsige Ellipsoid. Statt der gewöhnlichen 

Gleichung « 2 % 

-- -I- — 4- — « 1 



schreiben wir kürzer 

die Werthe der fünf erforderlichen Differentialquotienten sind dann 

Äx By 

^ Cz ^ Cz 

A{Ax^-\-Cz^) ASBxy B{By^+Cf?) 

""^ cv ' ^" cv ' cv 

Die Gleichung der Berührungsebene wird 
Axl^ + Byri + Czi^l, 
woraus folgt, dass diese Ebene auf den Coordinatenachsen die Strecken 

_L«?^ JL«^ -l«f! 
Ax X By y Cz z 

abschneidet, deren Construction sehr einfach ist. 

Die Normale bestimmt sich durch folgende Gleichungen 

g — a; ^ ri — y ^ ?— ^ 

Ax By ^ Cz ' 

ihre Richtungswinkel findet man, wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird, mittelst der Formeln 

Ax By Cz 

N " N N 
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Femer ergiebt sich aus den obigen Werthen von p, q, r, s, t 
(l + q*)r-2pq8 + (l+p')t 
Ä^(B + C)x*+B*{C+ Ä)i/»+ C*{A + B)z* 

AB + CN^-(Ä -C)(B- C) C^ 

fOr die Hanptkrümmtingshalbmesser ist also 

. Ä\B + g)x«+ B\C + A)y»+ C*(Ä + B)^ ,, 

^'^ " ÄBC' 

Das positive Vorzeichen von Q^q^ beweist, dass beide Factoren 
gleiche Vorzeichen haben; demzufolge liegen die Krümmungshalb- 
messer aller durch den Punkt xyz gehenden Normalschnitte nach 
derselben Seite hin. 

Unter der Voraussetzung a'>'b> c also Ä <,B <,C besitzt 
die Fläche vier Kreispunkte, deren Coordinaten aus den Formeln 

durch Combinationen der Vorzeichen erhalten werden. 

4. Das einfache Hyperboloid. Wie im vorigen Beispiele 
mögen ^, jB, C die reciproken Werthe der Halbachsenquadrate 
bezeichnen; die Gleichung der Fläche ist dann 

und die Gleichung der Berührungsebene im Punkte xyz 

Äx{i - a.) + By{n -y)- Cz{i - - 0, 

oder 

Axl + Byn-Czt^l. 

Um zu entscheiden, ob diese Ebene ausser dem Berührungspunkte 
noch andere Punkte mit der Fläche gemein hat, verbinde man 
die vorstehende Gleichung mit der Gleichung 

was am einfachsten zu machen ist, wenn man | — a; = li, ^— y"=i?i, 
S — ;» « ?i setzt, wodurch die erwähnten zwei Gleichungen über- 
gehen in 
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Äxii + Byn^ - Ceii - 0, 

Barch Elimination yon iy ergiebt sich 

A {Cz* - A3?) i* + B (Ct* - Bf) r,^* - 2ABxy^, ^i = 0, 

fit^ ABxy ±yjBG • e 
I," B{Ce*-Bf) ' 
oder vermöge der- Werthe von li, %, A^ B, C, e 



v-y ^F^r^i (1-4 

Hieraus folgt, dass die Fläche von ihrer Berührungsebene in zwei 
Geraden geschnitten wird, deren Horizontalprojectionen die Hori- 
zontalspnr der Flache (die sogenannte Kehlellipse) berühren. 
Die Normale bestimmt sich durch die Gleichungen 

Äx '^ By '^ Cß '^ 
für die Eichtungswinkel Vx» Vyj v, gelten die Formeln 
Äx By C0 

N ^ N N 

wo N die nämliche Bedeutung hat, wie in Aufgabe 3. 

Ebenso findet man die Werthe von q^ + Q2 ^^^ Qi92 dadurch, 
dass man in den Formeln des dritten Beispiels — C an die Stelle 
von G treten lässt. Dabei wird ^^^2 negativ, mithin liegen die 
Hauptkrümmungshalbmesser nach entgegengesetzten Eichtungen. 

Auf dem einfachen Hyperboloide existiren keine Ereispunkte, 
wohl aber können solche Punkte vorkommßn, in denen q^ und g^ 
entgegengesetzt gleich sind. Die hierzu nöthige Bedingung ist 

Ä\B'-C)x^ + B^{Ä-C)y^+C\Ä+B)z^^O 
oder wenn die Werthe von z^ A^ B^ C^ eingeführt und die Ab- 
^^^irzungen y^XTi /-TTTi 

benutzt werden, , x« / v« 

Jene Punkte sind hiemach die Durchschnitte des Hyp erboloids mit 
einer concentrischen Kugelfläche, deren Eadius = }^a* + &* — (? 
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ist; sie werden imaginär, wenn gleichzeitig a^ <ia und h^ < &, 
d. h. a < c und zugleich h <.c ist. 

5. Das getheilte Hyperboloid. Bezeichnen Ä, J5, C die 
reciproken Werthe der Halbachsenquadrate, so ist die Gleichung 
der Fläche _ ^^2 _ ^^2 +Cz^^l, 

man erhält demnach alle nöthigen Formeln, wenn man in den Formeln 
des dritten Beispiels — Ä für Ä und gleichzeitig — J5 für J? setzt. 

Die Hauptkrummungsradien g^ und q^ haben gleiche Vor- 
zeichen, mithin liegen die Krümmungshalbmesser aller Normal- 
schnitte nach einerlei Richtung. 

Die Fläche besitzt vier Kreispunkte, deren Coordinaten (für 
a>h) durch folgende Formeln bestimmt werden 

wobei alle Combinationen der Vorzeichen zu bilden sind. 

6. Die Flächen zweiten Grades. Aus der Untersuchung 
der centrischen Flächen zweiten Grades geht hervor, dass die 
Normale eines Flächenpunktes nur dann mit dem Radiusvector 
desselben Punktes zusammenfällt, wenn dieser Punkt zugleich auf 
einer der Hauptachsen liegt ^ d. h. wenn er ein Scheitel der Fläche 
ist. Diese Bemerkung kann dazu dienen, um die Scheitel und 
Haupthalbachsen einer centrischen Fläche zu bestimmen, deren 
Gleichung in der allgemeineren Form 

Äx^+ By^+ C0^+ 2Dyz + 2Ezx + 2Fxy - K 

gegeben ist. Setzt man nämlich zur Abkürzung 

Äx + Fy+ Eß^u^ 

By + De + Fx^v, 

Cz + Ex + Dy^w, 
so erhält man 

dß u dz __ V 

dx w dy w^ 

hieraus bestimmen sich die Winkel v^^ Vy, v, und wenn diese identisch 
mit den Winkeln (r, ä;), (r, y)^ {r^ z) sein sollen (r «= Yx^ + y^+ z^\ 
so müssen die Bedingungen 

V _y tv z 
u X u X 
erfällt sein. Dafür kann man schreiben 
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u V w 

wobei Q den unbekannten gemeinschaftlichen Werth der drei 
Quotienten bezeichnet; es ist also 

Ax + Fy + Ez^ Qx, 
By + Dz + Fx^ Qy, 
Cz + Ex + Dy Qz. 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Beihe nach mit x^ y^ z 
und addirt, so ergiebt sich 

Es sei ferner zur Abkürzring 

, EF ^ „ FB ,, „ DE „ 

D + E'^F^' 
wo L, M, N bekannt sind, dagegen 8 unbekannt ist; die YOiigen drei 
Bedingungsgleichungen lassen sich dann folgendermassen darstellen 

(Q~L)x-'EF8, (Q-M)y~FI)8, {Q- N)e-.DE8, 

oder 

^. EFS Fl)8 DES 

P^ """ö^^' ^^Q^^' "^Q-:^' 

Berechnet man hieraus a;*+ j^*+ «*= r^«=--r-» so erhält man 

'' ""«((^)+(Ä)'+(«^)t 

dividirt man dagegen die vorigen drei Gleichungen mit D^ E^ F 
und addirt, so kommt links wieder 8 zum Vorschein und es bleibt 

Ä^ -i — ^^ ^ \ ^^ 1 DE 1 



B Q-L ' E Q-M ' F Q-N 

Die vorstehende cubische Gleichung bestimmt die Wertbe von ö; 
nachher giebt die Gleichung y) die entsprechenden Werthe von 
/S; aus ß) erhält man die Coordinaten der Scheitel und aus a) 
die Eadienvectoren der Scheitel, d. h. die Halbachsen der Fläche. 
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Um die Anzahl der reellen Wurzeln von d) zu ermitteln, be- 
trachte man die analoge Gleichung 

als Gleichung einer Curve in den rechtwinkligen Coordinaten | und 
t?. Die Werthe 

I 00, a-0, a + 0, ß-0, ß + 0, y-0, y + 0, + QO 

zeigen, dass die Curve aus vier getrennten Zweigen besteht, von 
denen der erste und letzte die |- Achse zur Asymptote haben, dass 
ri an den Stellen | ■• a, /?, y von — oo nach + oo oder um- 
gekehrt überspringt, dass also an den genannten Stellen Asymp- 
toten parallel zur ij- Achse vorhanden sind. Eine in der Ent- 
fernung 1} = 1 parallel zur g- Achse liegende Gerade schneidet daher 
jedenfalls die Curve dreimal, mithin besitzt die Gleichung 

a h c 

1-T + •; ö + 



I-« ' ^-ß ' S-y 
immer drei reelle Wurzeln. Ebenso hat die Gleichung d) immer 
drei reelle Wurzeln, denen aber, K als positiv vorausgesetzt, nur 
dann reelle S^ x^ y^ z entsprechen, wenn sie zugleich positiv sind. 
Hieraus folgt, dass die Fläche ein Ellipsoid, ein einfaches oder 
ein getheiltes Hyperboloid ist, je nachdem die -Gleichung S) drei^ 
zwei oder eine positive Wurzel besitzt. 

7. Eine Fläche habe die folgende, geometrisch leicht zu inter- 
pretirende Gleichung „^,„ ^ _3. 

die Gleichung der Berührungsebene ist dann 

ini + inl + Liif.o, 

X y z ' 

oder 

Diese Ebene schneidet ausserdem die Fläche in einer Curve, für 
welche die Gleichungen 

i + J + |«3 und |t?f = c« 
X y z 

zusammen bestehen; die Horizontalprojection des Durchschnittes 

hat demnach zur Gleichung 



(,-l_a)i,_i'. 

\ X yJ z 
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Die Gleichungen der Normale sind 

a:(| - a:) - y (t? - y) « ^(f - ^); 
die Bichtongswinkel der Normale hestimmen sich durch die Formeln 






N N N 

COSVx ''^ ^1 COSVy *^ —1 COSVg '^ —• 

X y ^ 

Femer hat man 

an den Stellen rc* — y* -» ^* = c^ sind Kreispunkte vorhanden. 
8. Die Gleichung einer Fläche sei 

oder bequemer 

Cz'^\l{Ax^ + By^y, 

die partiellen Differentialquotienten p, g, r, 5, t sind dann 
Ax By 

^^ C{Äx^ + By^y ^'"C(Äx' + By^y 
Ä^By^-Äx^) 2ÄBxy B{Ax^-Bf) 

""^C^Ax^ + Byy' "^ C(Äx^+By'f ^^C{Äx^ + BifY 
Hieraus findet man als Gleichung der Beruhrungsebene 
Äx^+ Byri - C(Äx' + By') f « (1 - Cz) {Äx^ + Bf), 
als Gleichungen der Normale 

Ax{i-z) * _ By{l^z) 

^ ^" C(A^Hi>y)' "^ ^^ C(Ax^ + By')' 
und für die Richtungswinkel der Normale, wenn zur Abkürzung 



N - YA^x^ + B^y^ + C' (Ax^ + By^ 
gesetzt wird, 

Ax Bff C(Ax^+By') 

cos V« ■=* TT' C05 V« = -7 ? COSVg « — 

Ferner ist 



ÄBC^(Ax' + Byy 
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Hieraus folgt, dass der Durchschnitt der PlÄche und des Cylinders 

alle diejenigen Punkte enthält, deren Hauptkrümmungsradien gleich 
und entgegengesetzt sind. 

9. Das Kettenconoid. In der Verticalebene xz denke man 
sich die Kettenlinie construirt, deren Gleichung ist 

und lasse diese Curve um die ä^- Achse rotiren; die entstehende 
Umdrehungsfläche hat dann zur Gleichung 

woraus die Werthe folgen 

ex cy 



c(ag^~/+ gV) c (a;^ — y^ — c^a;^) 

Die Berührungsebene hat zur Gleichung 

CiT (I — rr) + cy (ij — «/) — w ^u^ — c^ (? — ;e?) = 
und schneidet die Fläche in einer transcendenten Curve. Für die 
Normale gelten die Gleichungen 

g^ (? — ^) . 



^- 






ca;(?- 


e) 






- X 


BS 




-^) 


V - 


' y ^^ ^ 








mV«<2- 


c** 






ist 




cx 






cy 




C05Var 


^^ 


-^' 


COSVjf 


SS - 




COSVz == 



l/t*2 ~ c^ 



Endlich hat man für alle x^ y^ z 

mithin kommt der Fläche die bemerkenswerthe Eigenschaft zu, 
dass in jedem ihrer Punkte die beiden Hauptkrümmungsradien 
gleich und entgegengesetzt sind. 

Schlömilch, Uebungabuch I. 4. Aufl. H 
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10. Die Schraubenfläche. Aus der Gleichung dieser Fläche 
nämlich 



— '^^ tan — 



folgen die Werthe 



cy , ex 

X* + y^ x^+ y^ 

2cxy c (x^ — y^) 2cxy 

'~(x' + yY '" W+W (x' + yY 

Die Berührungsebene hat die Gleichung 

cy| — cxri + (x^ + 2/*) f =« (x* + y^)z] 
für die Normale gelten die Gleichungen 

und die Cosinus der Kichtungswinkel der Normale sind 
cy ex 

COSVx^^ . , COSVy = — 



l/(x*+y»)(x»+»*+c«)' T/(xHy»)(^*+«/'+c') 

t/ x^ + f 

Endlich ist allgemein 

die Schraubenfläche besitzt also rücksichtlich der Hauptkrümmungs- 
halbmesser die nämliche Eigenschaft wie das Eettenconoid. 

§24. 
Vermisohte Aufgaben über Flächen. 

I. Isokline Normalen. Eine im Punkte xyz auf einer 
Fläche errichtete Normale schneidet die Horizontalebene xy unter 
einem Winkel v = ^n — v» und es ist daher 

Von dem Punkte xyz ausgehend, kann man auf der Fläche nocb 
unendlich viel weitere Punkte finden, deren Normalen gleichfalls 
unter dem Winkel v gegen den Horizont geneigt sind; derartige 
Normalen mögen isokline Normalen heissen. 
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Setzt man in der vorigen Formel v einer Constanten y gleich 
und nimmt die Gleichung der Fläche hinzu, so hat man zwei Be- 
dingungen, wodurch diejenige Curve bestimmt wird, in welcher 
die Fläche von den stetig aufeinander folgenden isoklinen Nor- 
malen geschnitten wird. Diese Curve heisse kurz die Curve der 
isoklinen Normalen. 

1. Das elliptische Paraboloid. Die beiden vorhin er- 
wähnten Bedingungen sind hier 

Aus der letzten Gleichung geht hervor, dass die Curve der iso- 
klinen Normalen eine elliptische Horizontalprojection besitzt, dass 
sie mithin als Durchschnitt des Paraboloids und eines verticalen 
elliptischen Cylinders betrachtet werden kann, dessen Halbachsen sind 

d =^ a tan y , 5' = & tan y. 

Die. Horizontalprojection irgend einer Normale des Paraboloids 
hat die Gleichung 

soll diese Normale zu den vorigen isoklinen Normalen gehören, 
so muss noch sein 

©'+(f)'='. 

welcher Bedingung durch x^a*cos(Oj y^^^l/sinta genügt wird. 
Die Horizontalprojection einer isoklinen Normale ist demnach 

-f Tf—r — =- a — 5; 

a cos CO ty stn co 

diese Gerade schneidet auf den Coordinatenachsen die Strecken ab 

(a-h)a' . .^ 

-^^ — cos CO =^ (a — h) tan y - cosm^ 

(a-h)b^ , / ,N 

— -^ j— — stn (0 =^ — (a ^ h) fany » stn w, 

d. h. die Horizontalprojectionen aller isoklinen Normalen liegen 
so, dass die zwischen die Coordinatenachsen fallenden Strecken 
derselben die constante Länge (a — h) tan y besitzen. Nach dieser 

11* 
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Bemerkung sind die Horizontal- und Verticalprojectionen einer 

Scbaar isokliner Normalen leicht zu construiren. 

Für das hyperbolische Paraboloid gelten ähnliche 

2. Das Ellipsoid. Als Bedingungen hat man 

x^ v^ e^ 
— -4- — -I- — «1 
a« ^ 6« ^ c« ^' 



,2 c* /^« ^ y^\ 



und hieraus folgt durch Elimination von z^ dass die Ciirve der 
isoklinen Normalen eine aus den Halbachsen 

.2 2,2 



a 



5'- 



construirte Ellipse zur Horizontalprojection hat. 

Die Horizontalprojection irgend einer unter dem Winkel y 
gegen die ici/- Ebene geneigten Normale hat die Gleichung * 

wobei X und ^ an die Bedingung 

Ö)*+(f)-' 

gebunden sind. Um letztere zu erfüllen, setze man x^a^cosa^ 
y ^l! sincD] die vorige Gleichung wird dann 

a^lf ^sinco — h^cl i; cos co ^ (a^ — h^) a'6' cos co sin w. 
Zu derselben Gleichung gelangt man, sobald es sich darum handelt, 
durch einen Peripheriepunkt, der aus den Halbachsen 



«1 = 



-Va^+cUan^y, 



^«y «!/&*+ c^tewV 

construirten Ellipse eine Normale zu eben dieser Ellipse zu ziehen; 
die Horizontalprojectionen aller unter dem Winkel y gegen den 
Horizont geneigten Normalen des EUipsoides sind daher selbst 
wieder Normalen zu der aus den Halbachsen a^ und h^ construirten 
Ellipse, welche confocal ist mit der Horizontalspur des EUipsoides. 
Für die beiden Hyperboloide gelten ähnliche Sätze. Bei 
dem einfachen Hyperboloide ist der specielle Fall bemerkenswert!!, 
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dass die Horizontalprojection der Curve isokliner Normalen zu 
einem Kreise werden kann; für 

ab 

tan y « — , 

ergiebt sich nämlich 

IL Eusspunktflächen. Lässt man von einem festen Punkte G 
Senkrechte auf alle Berührungsebenen einer gegebenen Pläche 
herab, so bilden die Fusspunkte P jener Perpendikel eine neue 
Fläche, deren Gleichung auf folgende Weise gefunden wird. Es 
seien g^h^h die rechtwinkligen Coordinaten des Poles C; x^y^e 
die Coordinaten eines Punktes der gegebenen Fläche; u^ v^ w 
die Coordinaten des entsprechenden Fusspunktes P, so gelten für 
letztere die Gleichungen 

— (w - aj) + — (y - 2/) - (i«; - ^) - 0, 

"* "" ^ "* ~ ä^ '^'^ ^ *^' t; - Ä = - -^ 0«^ - Ä). 

Unter Zuhülfenahme der zwischen a?, ^, bestehenden Flächen- 
gleichung lassen sich x^y^z eliminiren; die übrigbleibende Gleich- 
ung zwischen u^v^xo ist die Gleichung der Fusspunktfläche. 
3. Das elliptische Paraboloid. Von der Gleichung 

z^^ + l- 
2a 26 

ausgehend, erhält man, wenn der Scheitel der Fläche zum Pol 

genommen wird, ^ 

— u -f —V — w? — ;8r, 
a 

X y 

a 

Diese drei Gleichungen geben 

u , V u^+v^+ w^ 

x^ — a — i « = — &-? => 1 

w tv w 

und wenn diese Werthe in die Gleichung des Paraboloids sub- 
stituirt werden, so entsteht 

Durch Vertauschung von h mit — 5 erhält man daraus die 
Gleichung derFusspunktfläche des hyperbolischen Paraboloides. 
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4. Das Ellipsoid. Die Gleichung 

aj« y* z^ 

liefert, wenn der Mittelpunkt der Fläche zum Pol genommen wird, 
X y e 

a« h^ c^ 
— u -* — t; ^ —w: 

X y z 

es ist mithin 

und zufolge der Gleichung des Ellipsoides 

Für die beiden Hyperboloide gelten ganz ähnliche Gleich- 
ungen der Fusspunktflächen. 

5. Die gegebene Fläche sei durch die Gleichung bestimmt 

xyz =- c' 
und der Coordinatenanfang werde zum Pol genommen; die Gleichung 
der Fusspunktfläche ist dann 

(m^ + v^ + w^ = 27 c^uviv. 



Capitel VIII. 



Einhüllende Cnryen und Flächen. 

§ 25. 
Einhüllende Curven. 

Die Gleichung einer ebenen Curve enthalte ausser den Coor- 
dinaten x und p noch eine willkürliche Oonstante p (einen so- 
genannten Parameter), sie sei demgemäss 

Lässt jRBJip sich stetig ändern, so entsteht eine Schaar von Curven 
derselben Art, die sich aber in ihren Dimensionen, Gestalten oder 
Lagen von einander unterscheiden. Dabei kann es geschehen, 
dass jede solche Curve die nächste schneidet, und dann bilden die 
successiven Durchschnitte eine neue Curve, die sogenannte Ein- 
hüllende jener Schaar. Die Gleichung der Einhüllenden ergiebt 
sich dadurch, dass man aus den beiden Gleichungen 

den veränderlichen Parameter p eliminirt. 

Beispiel 1. Ein rechter Winkel bewege sich so, dass der 
eine Schenkel durch einen festen Punkt geht und der Scheitel an 
einer festen Geraden hingleitet; man sucht die Fig. »9. 

Einhüllende des anderen Schenkels (Fig. 39). ^ y. 

Nimmt man die feste Gerade zur Ordinaten- ^^^ 
achse, legt zu dieser senkrecht die Abscissen- ^^ 
achse durch den festen Punkt JP, wählt auf der 
i^-Achse die Strecke OU ^u willkürlich und zieht 
UV-^FU, so ist FÜV irgend eine Lage des rechten Winkels j 
die Gleichung von UV lautet für OF =- a 



\ 
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y^-x + u, 

und darin bedeutet u die willkürliche Constante (vorhin |)). Die 
partielle Differentiation in Beziehung auf u giebt 

a 

0---.X + 1 
\r 

und durch Elimination von u entsteht 

?/*— i:ax. 

Die Einhüllende ist hiernach eine Parabel (vergl. S. 133, Aufg. l). 

Beispiel 2. Ein rechter Winkel werde so verschoben, dass 
der eine Schenkel durch einen festen Punkt geht und der Scheitel 
einen gegebenen Kreis durchläuft; man sucht die Einhüllende des 
anderen Schenkels. 

Der Mittelpunkt des Kreises sei der Coordinatenanfang 0, 
seine Verbindungslinie mit dem festen Punkte F die a;- Achse, der 
Kreisradius « a, OF =^ c; die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
auf dem Kreise mögen u und v heissen; die Gleichung des zweiten 
Winkelschenkels ist dann 

V (y — v) « (c — m) (x — m), 
wobei u und v an die Bedingung 

gebunden sind. DifPerenzirt man die Gleichung der vorigen Ge- 
raden nach u und beachtet, dass zufolge der letzten Bedingung v 

abhänffiff von u und deshalb ;r- = ist, so erhält man 

du V 

{y - 2i;)(- ^) « - (c + oj) + 2u, 

Endlich giebt die Elimination von u und v aus allen drei Gleich- 
ungen ^^, _ ^2^ ^2 ^ ^,^, _ ^, ^^, _ ^,^^ 

die Einhüllende ist also eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 
der feste Punkt innerhalb oder ausserhalb des Kreises liegt (vergl. 
S. 133, Aufg. 2). 

Beispiel 3. Ein rechter Winkel bewegt sich so, dass der 
eine Schenkel durch den Scheitel einer Parabel geht, während der 
Scheitel des Winkels auf derselben Parabel fortrückt; man sucht 
die Einhüllende des anderen Schenkels. 
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Für den zweiten Schenkel gilt die Gleichung 
y (t/ — t;) « — M (jc — m), 
wobei u und v an die Bedingung 

y^=4at* 

dv 2a 
gebunden sind. Wegen tt" = — erhält man durch Differentiation 

du V 
der ersten Gleichung 

(y — 2v) — = — X + 2u. 

Eliminirt man u das eine Mal aus der ersten und zweiten, das 
andere Mal aus der dritten und zweiten Gleichung, so erhält man 

IQa^y + 4a(a; — 4a) t; — t;^=« 0, 

4a^t/ + 2a(x — 4a) v — v^^ 0; 

die Differenz beider G'eichungen giebt 

ßay 
a; — 4a 

und wenn man diesen Werth in eine der beiden vorhergehenden 
Gleichungen einsetzt, so gelangt man zu der Gleichung der Ein- 
hüllenden, nämlich ^„ , . , v« 
' 27a^*=(a; — 4a)^ 

Die gesuchte Curve ist demnach eine semicubische Parabel. 

Beispiel 4. Ein rechter Winkel bewegt sich so, dass der 
eine Schenkel durch den Brennpunkt einer gegebenen Parabel geht, 
während der Scheitel auf derselben Parabel fortrückt; man sucht 
die Einhüllende des anderen Schenkels. 

Die Gleichung des letzteren Scheitels ist 
v{y -'v)^{a — u){x — w), 
wobei u und v der Bedingung 

' v^= 4:au 
genügen müssen. Durch ein dem Vorigen sehr ähnliches Ver- 
fahren erhält man als Gleichung dtr Einhüllenden 

27ay^-^x(x— 9a)^; 
letztere ist identisch mit der in § 15, Aufg. 7 untersuchten Curve. 
Beispiel 5 (Fig. 40). Auf der einen Seite AB eines ge- 
gebenen Dreiecks ABC wählt man den Punkt P beliebig, legt 



170 EiDhfillende Gurven und Flächen. 

durch denselben FQ/IBC^ FRI/AC und zieht die Gerade ^i?; 
welches ist die Einhüllende aller dieser Geraden? 

Nimmt man CA und CB als Coordinatenachsen und setzt CA » 0, 
CJ5— 6, CQ^u, CR^'V, Fi». 40. 

so ist die Gleichung der Bi^ ^^ -t-P 

Geraden QB ii_ C:-'"' K^^"^ / 

wo t* und V der Bedingung /^^^^-\^^ '^^^ ^^ / 

genügen müssen. Die Einhüllende bestimmt sich durch die Gleichung 

(MT- <-+!)+>-<- 

und ist eine Parabel, welche die Coordinatenachsen in A und B 

berührt. Um die Achse dieser Parabel zu finden, construire man aus 

den Seiten CA^ CB das Parallelogramm ACBD^ fälle auf dessen 

Diagonale CB von A aus die Senkrechte AE und wähle auf AB den 

Punkt ff so, dass ._ _^ ^^ ^^ 

' AGiBG'^CEiDE-, 

dann ist 6 ein Punkt der Parabelachse und die zu ff 
Gerade HI//AE die Scheiteltangente. 




Beispiel 6 (Fig. 41). Es sind drei Gerade gegeben, welche 
sich in den Punkten -4, B^ C schneiden; jeder Punkt P der Ge- 
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raden AB wird auf die beiden übrigen Geraden CA und CB pro- 
jicirt, wodurch die Punkte Q und B entstehen; man sucht die 
Einhüllende der Geraden QB. 

Um ein bequemes Coordinatensjstem zu erhalten, nehme man 
den Fusspunkt F der Dreieckshöhe CF zum Anfange rechtwinkliger 
Coordinaten, construire die zugehörige Gerade GH und lege die 
Abscissenachse FX senkrecht zu QH. Für 

FJ « c, LJFQ - «, LJFH - ß 

erhält man 

LJFA - a + /3 - 90^, 

tmd wenn FP ■= r gesetzt wird, so ist die Gleichung der ver- 
änderlichen Geraden QB 

ex — rcosacosß * y ^ c^+ r* cos^a cos^ß. 

Hiertfus ergiebt sich, dass die einhüllende Curve eine Parabel ist, 
welche F zum Brennpunkte und J zum Scheitel hat. 

Beispiel 7 (Fig. 42). Mit den Radien ^*«**- 

Oil — a und OB ^h sind zwei concentrische 
Kreise beschrieben und es sei OB J- 0A\ 
irgend eine durch gelegte Gerade schneidet 
den ersten Kreis in P, den zweiten in ^; 
man projicirt femer P auf OA^ Q auf OB^ 
wodurch die Punkte B und S entstehen und ^' 'bT 

zieht die Gerade BS*^ welches ist die - Einhüllende aller dieser 
Geraden? 

Für OB — w, OS'^v hat man als Gleichung von BS 

M V 



wobei ti und v der Bedingang 



v' 



genügen müssen. Bequemer ist es hier, den Winkel AOP^^g) 
einzufahren, wodurch u^acoso), v^bsinw wird, und in der 
nunmehrigen Gleichung von BS nämlich 

^ +A — 1 



acosG) hsinca 
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den Winkel « als willkürliche Constante zu betrachten. Differenzirt 
man die Gleichung in Beziehung auf cd und eliminirt nachher co, 
so erhält man als Gleichung der Einhüllenden 



©*+(!)•-• 



Im Falle 6 — a hat die Linie RS die constante Länge a und es 
entsteht dann die in § 15, Aufg. 12 betrachtete Curve; im Palle 
& < a ist die Einhüllende identisch mit der Evolute einer aus den 
Halbachsen 

-5 7ö und -^ -^ 



construirten Ellipse. 

Beispiel 8. Eine Gerade bewege sich so, dass das Recht- 
eck aus den Strecken, welche sie von den Coordinatenachsen ab- 
schneidet, die constante Fläche c^ besitzt; man sucht die Ein- 
hüllende jener Geraden. 

Nennt man u und v die erwähnten Abschnitte, so ist die 
Gleichung der beweglichen Geraden 

u V 
wobei u und v an die Bedingung 

UV "= c* 
gebunden sind. Als Einhüllende ergiebt sich eine Hyperbel, welche 
Pig 45 durch die Gleichung 

xy = |c* 
bestimmt ist. 

Beispiel 9. In jedem Dreieck 
ABC (Fig. 43) liegen bekanntlich 
der Höhendurchschnitt i?, der Durch- 
schnitt Sder Mittellinien (der Schwer- 
punkt der Dreiecksfläche) und der 
Mittelpunkt T des umschriebenen 
Kreises in einer Geraden; lässt man 
die Spitze G in einer zur Basis AB 
senkrechten Geraden fortrücken, so 
ändert die Gerade EST ihre Lage, und es fragt sich, 
die Einhüllende von EST ist. 
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Die Basis AB sei die Abscissenachse, die zugehörige Höhe 
OG die Ordinatenachse; für OA — a, OB «= l^ OC ^ c sind dann 
die Coordinaten 

von B: Absc. = 0, Ord. « j 

c 

o a + & c 



-j 



T: 



3 ' " 3 



2 ^ " 2c 

und demnach ist die Gleichung der Geraden BST 

(a + 2>)c2/ - (3a& + c*)rr - a&(a + h). 
Differenzirt man die Gleichung nach c und eliminirt dann c, so 
erhält man 

V 6 / 12afe ^ V 6 / 

Die Einhüllende ist demnach eine Ellip*se oder eine Hyperbel, je 
nachdem der Punkt zwischen A und B oder ausserhalb der Ge- 
raden AB liegt. Fällt mit einem der Punkte A und B zu- 
sammen, so reducirt sich die Einhüllende auf den Punkt 0, 

Beispiel 10. In einem Dreiecke ABC ist C mit einem 
willkürlichen Punkte N der Geraden AB verbunden und die 
Strecke CN in M halbirt worden; man zieht ferner AM und BM^ 
welche die Gegenseiten des Dreiecks in P bez. Q schneiden; es 
soll nun die Einhüllende der Geraden PQ bestimmt werden. 

Nimmt man CB — a zur Abscissen-, CA = h zur Ordinaten- 
achse und bezeichnet die Gleichung von CN mit y =^tx^ so erhält 
man als Gleichung von PQ 

{at^ + 21>t)x + {2at + l)y ^ aU 
und hieraus als Gleichung der Einhüllenden 

{^Ix + 2ay ~ aiy^ 4:ahxy 
oder 

\a/ \o/ ah a h ^ 
Biese Gleichung repräsentirt eine Ellipse, deren Mittelpunkt die 
Coordinaten ^a, \l besitzt, also der Schwerpunkt des Dreiecks 
ist, und welche femer die Dreiecksseiten in deren Mitten berührt. 
Wendet man die in der Trigonometrie übliche Bezeichnung 
an und setzt zur Abkürzung 
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g^— h^ ___ sin (a — ß ) 
"* 52 _ ^2 — ^ 5Ü»r(/3 — y)' 

so bestimmen sich die Winkel und 90^+ ^^ welche die Achsen 
der Ellipse mit der x- Achse bilden, durch die Formel 

. «*v hsiny 

Ä + ocosy 
woraus sich leicht eine Construction von -^ herleiten lässt. 

Beispiel 11. Man hat eine Schaar confocaler Parabeln con- 
struirt und von einem festen Punkte C (dem Pole) aus an jede 
solche Parabel Tangenten gelegt, deren Berührungspunkte P und 
Q heissen mögen; es soll nun die Einhüllende sämmtlicher Be- 
rührungssehnen PQ (der Polaren) bestimmt werden. 

Der gemeinschaftliche Brennpunkt der Parabeln sei der Co- 
ordinatenanfang, p der verändarliche Halbparameter, ah der Pol; 
die Gleichung einer der Parabeln ist dann 

y^^ 2px+p^ 
und die Gleichung der zum Pole ah gehörenden Polare* 

p(x+ a) - 6t/+i)2«0. 
Für die Einhüllende ergiebt sich hieraus 

{x + aY+4.hy^0, 
also wieder eine Parabel, deren Scheitel der Punkt — a, ist, 
und deren Brennpunkt symmetrisch entgegengesetzt dem Pole liegt. 
Beispiel 12. Wie vorhin sei G der feste Pol, in Bezug auf 
welchen die Polaren einer Schaar confocaler Ellipsen und Hyperbeln 
construirt sind; man sucht die Einhüllende aller Polaren. 

Bezeichnet e die lineare Excentricität, q das Quadrat der 
Haupthalbachse, so ist für die Ellipse 



und für die Hyperbel 





+ 


q— e^ 


t. 




f 


3 




e^— q 



--1, 



welche Gleichungen formell übereinstimmen. Die Gleichung der 
Polare ist für beide Fälle 



* S. Lehrbuch der analytischen Geometrie von Fort und SchlÖmilch 
(Leipzig, Teubner). Bd. I, fünfte Aufl. § 35. 
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ax {q — e*) + 2>y^ -= ^ (g — e^) 

nnd daraus folgt als Gleichung der Einhüllenden 

{ax — hy — c*)*+ 4a6a;y= 
oder 

{ax + hyY — 2c* {ax — hy) + c* = 0. 

Legt man die ^- Achse auf die entgegengesetzte Seite und setzt 
c* c* , 

so ersieht man, dass die Einhüllende identisch ist mit der in 
Aufg. 5 betrachteten Parabel. 

Beispiel 13. In der Ebene eines Kegelschnittes K^ liege 
ein beliebiger Punkt P, von welchem aus an den Kegelschnitt 
Tangenten gelegt sind, deren Berührungspunkte Q und B heissen 
mögen. Man sucht die Einhüllende aller der Berührungssehnen 
(Polaren) QB^ welche entstehen, wenn der Punkt F einen zweiten 
Kegelschnitt K^ durchläuft. 

Die Hauptachse von K^ nehme man zur Abscissenachse und 
einen Scheitel von K^ zum Coordinatenanfang; die Coordinaten von 
P seien p und q\ die Gleichung von K^ hat dann die allgemeine 

Form 

Ax^ + By^+ 2Cxy + 2Dx+ 2Ey+F'^0. 

Setzt man zur Abkürzung 

U^Ax + Cy + D, 

V^Cx + By + E, 

W^ Dx + Ey + F, 
so ist die Gleichung der veränderlichen Berührungssehne in den 
laufenden Coordinaten x und y 

Up + Vq-k-W^O, 
ausserdem hat man als Gleichung von K^ 
2*— 2hp + 'kp'^. 
Zufolge der Bemerkung, dass 

erhält man als Gleichung der einhüllenden Curve 
h^V^- 2hUW+kW^^0, 
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Vermöge der Werthe von Z7, F, W ergiebt sich, dass die ein- 
httllende Curve wiederum ein Kegelschnitt K^ ist, dessen specielle 
Natar sich nach folgendem Satze entscheidet: je nachdem der 
Mittelpunkt von K^ innerhalb, auf oder ausserhalb K^ liegt, wird 
JTj zu einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel. Für den Fall eines 
parabolischen K^ bleibt der Satz im Wesentlichen derselbe, wenn 
der unendlich entfernte Punkt der Parabelachse als Mittelpunkt 
von K^ betrachtet wird. 

Beispiel 14. In einer Parabel, deren Achse die Abscissen- 
achse sein möge, werden die Endpunkte der Abscissen als Mittel- 
punkte, die zugehörigen Parabelordinaten als Halbmesser von 
Kreisen genommen; man sucht die Einhüllende dieser Kreise. 

Fig. 44. Setzt man (Fig. 44) ^F— a, J.3f«=tt, 

Mt^ — v, so ist die Gleichung des aus H 
mit dem Badiiis M'N beschriebenen Kreises 

{x — uf + «/* = t;2, 
wobei t;*=4aw sein muss. Hieraus findet 
sich, dass die Einhüllende durch die Gleichung 
2/*-» 4a (x + d) 
bestinunt, also wieder eine Parabel ist 

Beispiel 15. In einer Ellipse, deren grosse Achse die Ab- 
scisseaachse sein möge, werden die Endpunkte der Abscissen zu 
Mittelpunkten, die zugehörigen Ellipsenordinaten als Halbmesser 
von Kreisen genommen; man sucht die Einhüllende dieser Kreise. 
Sind u und v die Coordinaten eines Kreismittelpunktes, so 
hat man ^ ^2 

als Einhüllende ergiebt sich hieraus eine concentrische Ellipse, 
deren Halbachsen ^c? + h^ und h smd. 

Ein ähnliches Resultat liefert die Hyperbel. 

Beispiel 16. Welches ist die Einhüllende von Kreisen, 
deren »Mittelpunkte auf einer Parabel liegen und deren Peripherien 
durch den Scheitel derselben Parabel gehen? 

Sind u und v die Coordinaten eines Kreismittelpunktes, so 

gelten die Gleichungen 

v^ 
^ + y — 2wx — 2t7^ ■= 0, M «- -— ; 

4a 
die Einhüllende hat zur Gleichung 
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imd ist demnach eine Cissoide, deren erzeugender Kreis seinen 
Mittelpunkt in dem Durchschnitte von Parahelachse und Directrix 
hat und dessen Durchmesser dem Parameter gleichkommt. 

Beispiel 17. Welches ist die Einhüllende von Kreisen, 
deren Mittelpunkte auf einer Ellipse liegen und deren Peripherien 
durch das Centrum der Ellipse gehen? 

Bei derselben Bezeichnung wie in Nr. 15 hat man 

a* 
die Einhüllende bestimmt sich durch die Gleichung 

(a;« + 3/2)2-4(aV+2>y) 

und ist folglich die Pusspunktcurve einer aus den Halbachsen 2 a 
und 2h construirten Ellipse. 

Ein ähnliches Eesultat liefert die Hyperbel. 

Beispiel 18. Welche Einhüllende gehört zu Kreisen, deren 
Mittelpunkte auf einem gegebenen Kreise liegen und deren Peri- 
pherien durch einen festen Punkt der Peripherie rig- 45. 
des gegebenen Kreises gehen (Fig. 45)? 

Der Mittelpunkt des gegebenen Kreises sei ' ""^^ 

C, der feste Peripheriepunkt Ä , ferner Ä C -• 
AL «= w, LM « Vj endlich Ä der Anfang und 
ÄC die Abscissenachse; es ist dann 

x^ + y^ — 2ux — 2vy ^ 0^ v^^u{2a-' u). 

Drückt man u und v durch den Centriwinkel ACM ^ « aus, so 
hat man bequemer 

x^ + y^— 2ax ^ 2a{ysin(o — X cos(o). 
Pur die Einhüllende ergiebt sich hieraus 

(x^ + y^- 2axy^ Aa^(x^ + y^)', 
dieselbe ist folglich eine Cardioide, deren erzeugender Kreis AB 
zum Durchmesser hat. 

Beispiel 19. Welche Einhüllende entsteht, wenn eine Ellipse 
so verändert wird, dass die Summe ihrer Halbachsen constant bleibt? 

Bezeichnet k die constante Summe, so findet sich für die Ein- 
hüllende 

Schlömilch, üebungsbnch. I. 4. Aufl. 12 



nd Y-44 \ 
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18 1 1 

welcher Gleichung die auf S. 98, Aufg. 12 erwähnte Cnrve 
entspricht. 

Beispiel 20. Man sucht die Einhüllende der Fusspunktcurven 
aller concentrischen Ellipsen, deren Halbachsen eine constante 
Summe geben. 

Ist wie vorhin k die constante Summe der beiden Halbachsen, 
so hat man als Gleichung der Fusspunktcurve 

(x« + p^y « a^x^ +(k- a)Y 

und als Gleichung der Einhüllenden 

oder in Polarcoordinaten 

r ■= kcosdsind. 

Das letztere Eesultat kann man auch unmittelbar dadurch erhalten, 
dass man von der Polargleichung der Fusspunktcurve ausgeht. 

§ 26. 
Einhüllonde Flächen. 

I. Wenn in der Gleichung einer Fläche ausser den Coordinaten 
x^ y^ z noch ein willkürlicher Parameter vorkommt, wenn dem- 
nach die Gleichung der Fläche unter der Form 

F{x,y,z,p)'^0 

enthalten ist, so findet man die Gleichung der einhüllenden Fläche 
dadurch, dass man p aus den beiden Gleichungen 

F{x,y,z,3?)^0, g^ "Q 

eliminirt. Das Verfahren ist also in diesem Falle dasselbe, wie 
bei der Aufsuchung einhüllender Curven. 

Aufgabe 1. Eine Ebene schneidet auf den Achsen der o;, 
y, z der Reihe nach die Strecken p, g, c ab, von denen die letzte 
constant ist, während p und q sich so verändern, dass ihr Pro- 
duct den constanten Werth k^ behält; man sucht die Einhüllende 
aller derartigen Ebenen. 
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Die Gleichung der veränderlichen Ebene ist 
l + ^ + l^l 

und hieraus findet sich als Gleichung der einhüllenden Fläche 

Letztere ist demnach ein Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt 
die Coordinaten 0, 0, c besitzt. 

Aufgabe 2. Eine durch den Coordinatenanfang gehende 
Ebene schneidet die xy -'Ebene in einer Geraden, welche mit der 
a;-Achse den Winkel a bildet, ebenso die xz-Ehene in einer Ge- 
raden, welche mit der x- Achse den Winkel ß einschliesst; man 
verlangt die Einhüllende dieser Ebene für den Fall, dass sich die 
Ebene dreht, während die Winkelsunmie cc + ß den Constanten 
Werth y behält. 

Unter Voraussetzung eines rechtwinkligen Coordinatensystems 
ist die Gleichung der veränderlichen Ebene 

X — y cota — cot(y — a) — 0; 
betrachtet man a als veränderlichen Parameter, so erhält man als 
Gleichung der Einhüllenden 

[xsiny — {y + 0) cosy]^ — 4:y0. 
Dieser Gleichung entspricht ein elliptischer Kegel. 

Aufgabe 3. Eine Ebene schneide auf den Coordinatenachsen 

die drei Strecken ab 

fi e t^ 



■J ; — ; — :» 



a + t h + t c + t 
wobei a^b^c gegebene Linien, t eine veränderliche Linie bedeuten; 
man sucht die Einhüllende aller solcher Ebenen. 
Die Gleichung der Ebene ist 

(a + t)x + Q> + t)y + (c + t)e ^ t^ 
und die Gleichung der Einhüllenden 

{x + y + ey+ 4: (ax + hy + cz) — 0. 
Die hiermit bestimmte Fläche ist ein parabolischer Cylinder. 

Aufgabe 4. Man sucht die Einhüllende aller Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einer gegebenen Parabel liegen und deren Ober- 
flächen durch den Scheitel derselben Parabel gehen. 

12* 
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Nimmt man die Ebene der Parabel zur a?«/- Ebene, ihre Achse 
zur a;- Achse und stellt die Gleichung der Parabel in der Form 
v*»^ 2bu dar, so ist die Gleichung der veränderlichen Kugelfläche 

a? + y* + )&' — y aj — 2 t;y — 0; 

fOr die Einhüllende ergiebt sich hieraus 

Aufgabe 5. Man sucht die Einhüllende aller Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einer gegebenen Ellipse liegen und deren Ober- 
flächen durch den Mittelpunkt derselben Ellipse gehen. 

Verföhrt man ähnlich wie bei der vorigen Aufgabe, so hat 
man als Gleichung der veränderlichen Kugelfläche 

«*+y*+«^-- 2waJ — 2t;2/ — 0, 
wobei u und v der Bedingung 

- + --1 
a« ^ 5« ^ 

genügen müssen. Als Gleichung der Einhüllenden ergiebt sich 

Aufgabe 6. Ein durch die Gleichung 

X* y^ 

a b 
bestimmtes hyperbolisches Paraboloid werde von einer Ebene ge- 
schnitten, welche den festen Punkt aßy enthält und demgemäss 
zur Gleichung haben möge 

M{x - a) + N(y - /3) + i& - y — 0. 

Der Schnitt ist im Allgemeinen eine Hyperbel, deren Asymptoten- 
winkel mittelst der Bemerkung gefunden werden kann, dass zwei 
in der Schnittebene vom Punkte aßy nach den unendlich ent- 
fernten Hyperbelpunkten gezogene Gerade einen dem Asymptoten- 
winkel gleichen Winkel einschliessen. Setzen wir nun in den 
Gleichungen beider Flächen 

a; = a + rcosq)^ y »^ ß + rcosi\j^ z^ y + rcos%^ 
wobei r die Entfernung der Punkte aßy und xyz bedeutet, so 
haben wir gleichzeitig 
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(i + ^?^ - (^±^^?^ - 2 (y + rco5z), 

Mcosq> + Ncos^ + cos% — 0. 
Dividirt man die erste Gleichung durch r^ und lässt dann r un- 
endlich werden, so entstehen die beiden Gleichungen 
cos^q) __ cos^jjf ___ 
■"^ h~ ■" ^' 

Mcoscp + Nco$i\} + co5% — 0, 
und diese drücken die Bedingungen aus, welchen die Richtungs- 
winkel 9, if;, ;t genügen müssen, wenn der Punkt xye ein unend- 
lich femer Hyperbelpunkt sein soll. Da die erste Gleichung qua- 
dratisch ist, so giebt es zwei derartige Richtungen q>i'^iXi und 
^%%%2i föi" welche man findet 



Pi y a cos(p2 V a 



cosq>i 
Der Winkel zwischen beiden Richtungen bestimmt sich durch die 

Formel 

COSG) — COSq>i COSq)^ + COStl^^ COS '^2 + ^^^Xt ^^^Xi 
— COSq)i C0S(p2 + COSl\>^ C0Sli>2 

+ {Mcosfp^ + Neos if/j) iMcos(p2 + Ncos'^^ 

cos© =* cosq>^ cosw^ 1 -f ilf ^ + Jf J^ri ' H ^^ ) 

^l \coscp^ coscp^/ 

+ (i + 2^«)££!Ü:i.££i2Ül, 

^ COSq)^ C03q>2 \ 

d. i. zufolge der vorhin angegebenen Werthe 

ail + M^-hil + N^) 
cosa =* cosq>^ costp^ — ^^ ^-: -• 

Im Falle a (l + Jlf «) « fe (l-f N^) oder 

wird o » -I-tt; die vorstehende Gleichung ist also die Bedingung 
dafür, dass die Ebene 

Jtf (^ - a) + i^(y - jS) + ^ - y - 
mit dem Paraboloide einen gleichseitigen hyperbolischen Schnitt 
büdet. 

Lässt man die Ebene sich so um den festen Punkt drehen^ dass 
ihre Schnitte mit dem Paraboloide immer gleichseitige Hyperbeln 
bleiben, so erhält man für die Einhüllende aller derartigen Ebenen 
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(x-ay (^y-ß)» (,-yy ^ 

a h a—h ' 

dieser Gleichung entspricht ein elliptischer Kegel. 

Aufgabe 7. Die beiden Hyperboloide und ihr gemeinschaft- 
licher Asymptotenkegel können durch die eine Gleichung 
rc* «/* z^ 

dargestellt werden, wobei c — + 1 dem einfachen Hyperboloide, 
r — dem elliptischen Kegel, £ — — 1 dem getheilten Hyperboloide 
entspricht. Für den Schnitt der einen oder anderen dieser Flächen 
mit einer durch den festen Funkt aßy gehenden Ebene hat man 
ausser der obigen Gleichung noch die folgende 

M{x - a) + N{y - ß) + z - y ^ 0. 
Wie bei der vorigen Aufgabe findet man leicht, dass die Eicht- 
ungswinkel qp, if;, % einer von aßy nach einem unendlich ent- 
fernten Funkte des Schnittes gezogenen Geraden an die Bedingungen 
C08^(p cos^rlf ^ cos^x 

Mcoscp + NcosriJ + cos% =- 

cos li/ 

gebunden sind: für das Verhältniss 1 welches kurz mit X be- 

cosg> 

zeichnet werden möge, folgt hieraus die quadratische Gleichung 

deren Wurzeln X^ und X^ heissen mögen. Der Winkel w zwischen 
den entsprechenden Eichtungen (pi'^iXi und qP2t^2X2 l>estimmt sich 
durch die Formel 

coso « coscpj^ cosq>^ [l+M^ + MN(Xi + X^) + {1 + N^) X^X^]\ 
zufolge der Bedeutung von X^ X^ und unter Einführung der Ab- 
kürzungen 

ergiebt sich weiter ÄM^ + BN'-C 

cos(o = cos(piCOS(Pi aHb^N^--c^) ' 
Die Gleichung 

ÄM^ + BN^^C 

ist hiemach die Bedingung dafür, dass die Ebene 
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M(x - a) + N(y - ß) + z - y ^ 
mit der einen oder anderen der vorhin genannten drei Flächen 
einen gleichseitig-hyperbolischen Schnitt bildet. 

Für die Einhüllende aller derartigen, durch den Punkt aßy 
gehenden Ebenen erhält man die Gleichung 

(x^ay (y^ßf (z^y)\ 
A ^ B C ^' 

welcher ein elliptischer Kegel entspricht. Ist gleichzeitig c> a und 
c > 6, so existiren überhaupt keine gleichseitig -hyperbolischen 
Schnitte, und dann bedeutet die obige Oleichung keine Fläche mehr, 
n. Wenn in der Gleichung einer Fläche zwei von einander un- 
abhängige Parameter i? und q vorkommen, so findet man die Gleich- 
ung derjenigen Einhüllenden, welche den gleichzeitigen Aenderungen 
von p und q entspricht, dadurch, dass man aus den Gleichungen 

dF(x,y,g,p,g) ^F(x,y,0,p,q) 

dp "^' dq ""^ 

die Parameter p und q eliminirt. 

Aufgabe 8. Eine Ebene bewegt sich so, dass die Strecken, 
welche sie auf den Coordinatenachsen abschneidet, eine constante 
Summe haben; man sucht die Einhüllende dieser veränderlichen 
Ebene. 

Bezeichnet man die Achsenabschnitte mit t/, t?, w, ihre con- 
stante Summe mit Ä;, so ist m; «=» Ä — w — t?, mithin die Gleichung 

der Ebene 

XV z 

- + - + 1 1- 

Die veränderlichen Parameter sind hier u und v; für die Ein- 
hüllende ergiebt sich die Gleichung 

iV^+Vy+VTy^h 

Die Aufgabe lässt sich auf folgende Art verallgemeinem. 
Eine feste Ebene schneide von den Coordinatenachsen die Strecken 
c, 2>, c ab; man projicirt jeden Punkt dieser Ebene auf die drei 
Coordinatenachsen und legt durch die drei Projectionen eine neue 
Ebene. Die Einhüllende der letzteren hat zur Gleichung 
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Aufgabe 9. Eine Ebene bewegt sich so, dass das Parallel- 
epiped aus den Strecken, welche sie auf den Coordinatenachsen 
abschneidet, den constanten Inhalt Ic^ besitsst; man sucht die Ein- 
hüllende dieser Ebene. 

Die Gleichung der gesuchten Fläche ist 
xyz - ^h\ 

Aufgabe 10. Jeder Punkt eines Ellipsoides werde auf die 
Achsen desselben projicirt und durch die erhaltenen Projectionen 
eine Ebene gelegt; man sucht die Einhüllende aller dieser Ebenen. 

Die Gleichung der veränderlichen Ebene sei 

^4-^ + ^-1; ■ 

die Abschnitte t«, v^ w sind dann an die Bedingung 

u* v^ w^ 

— 4- — -4- — «1 

^2 -t- 2,2 i- ^S 1 

gebunden. Hieraus folgt als Gleichung der Einhüllenden 

Aufgabe 11. Die Berührungsebene im Scheitel eines ellip- 
tischen Paraboloids sei die a;^/" Ebene, die beiden Hauptebenen 
des Paraboloides mögen die übrigen Coordinatenebenen sein; jeder 
Punkt der Fläche werde auf die drei Coordinatenachsen projicirt 
und durch die Projectionen einer Ebene gelegt; man sucht die Ein- 
hüllende dieser Ebene. 

Die Gleichung der veränderlichen Ebene sei 
X v z 

- + - + - - 1, 

U V w 

wobei w, «;, w der Bedingung 

— + — - 2w 
a 

genügen müssen; die Gleichung der Einhüllenden ist 

Aufgabe 12. Welches ist die Einhüllende aller Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einem dreiachsigen Ellipsoide liegen und deren 
Oberflächen durch den Mittelpunkt des Ellipsoides gehen? 
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Sind t/, v^ w die Mittelpunktscoordinaten einer solchen Engel, 
so hat man als Gleichung der letzteren 

30^+ ^*+ «*— 2wa? — 2vy ■— 2wz — 
und hierzu die Bedingung 

u* v^ w^ 
Daraus ergiebt sich 

(x^ + y* + Ä*)' - 4 (a^x^ + bY + ch^y, 
die Einhüllende ist demnach die Fusspunktfläche eines aus den 
doppelten Achsen construirten Ellipsoides« 

Aufgabe 13, Welche Einhüllende gehört zu Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einem elliptischen Paraboloide liegen und deren 
Oberflächen durch den Scheitel desselben Faraboloides gehen? 
Bei ähnlicher Bezeichnung wie vorhin ist 

x^+y^+s^-- lux — 2t;y — 2wz^0^ 

daraus ergiebt sich 

{x^ + y^+z^)fi + ax^+hy^^O. 
Die Einhüllende ist demnach die Fusspunktfläche eines aus den 
doppelten Parametern construirten elliptischen Faraboloides. 

Aufgabe 14. Ein dreiachsiges EUipsoid verändert sich so, 
dass die Summe der Halbachsen den constanten Werth Ic behält; 
man sncht die Einhüllende. 

Als Gleichung der letzteren findet sich 

die Einhüllende kann daher nach Aufgabe 10 auch aus einer mit 
dem Badius h beschriebenen Kugel hergeleitet werden, was geome- 
trisch unmittelbar einleuchtet« 

Aufgabe 15. Ein dreiachsiges EUipsoid verändert sich so, 
dass die Summe der Halbachsenquadrate den constanten Werth h^ 
behält; man sucht die Einhüllende. 

Die Gleichung der letzteren ist 

{b^x + B^y + zy - Ä*, 
worin f^ und fg positive oder negative Einheiten bezeichnen. Hier- 
nach besteht die Einhüllende aus den acht Ebenen, welche von den 
Coordinatenachsen die Strecken ± ^ abschneiden. 
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Aufgabe 16. Ein dreiachsiges Ellipsoid verändert sich so, 
dass das Produet seiner Halbachsen den constanten Werth k^ be 
hält; man sucht die Einhüllende. 

Als Gleichung derselben findet sich 

die Fläche ist also im Wesentlichen dieselbe, wie bei der Aufg. 9. 

Aufgabe 17. Welche Einhüllende gehört zur Fusspunkt- 
fläche eines dreiachsigen Ellipsoides, dessen Halbachsen die con- 
stante Summe k haben. 

Aus der Gleichung 

(-r« + y« + ßiy - a^x^ + i^yi + (A; - o - lyz^ 
erhält man 

(a;2 + 2^2 + ^2)2 (^2^2 + ^2^2 + ^2^2) _ Jc^x^y^Z^ 



Capitel IX. 



Bestimmung der Werthe Yieldeutiger Ausdrucke. 

§ 27. 
Die Formen jr) oo — oo und ^• 

L Wenn die Functionen q>(x) und V'C^) ^ den speciellen 

Werth x.^a gleichzeitig verschwinden, so erhält der Quotient 

<p (x) Gp (et) 

—7-^ die vieldeutige Form -^-Vr •* r-; der wahre Werth dieses 

Bruches findet sich dann mittelst des Satzes, dass unter den an- 

gegehenen Umständen 

g> (a) q> (a) 

ist. Falls wiederum <p\a) =- und zugleich tl/(a) ■= sein sollte, 
muss derselbe Satz zum zweiten Male angewendet werden u. s. f. 
Beispiel 1. Es sei 

(x — ly — (a — hY 
X — a 



2) 



3) 



für a; = a wird y = — « w (a — 6)"* "" *. 
x^+ 6x + 6 


fiir a; « — 3 wird ^ — jr = — 1. 

1 — (m + l)rc"*4- wifl;"»+^ 

. . ^ m(m +1) 
far a: « 1 wird y = — =« — ^^-r -' 
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9) 



10) 



4) y 



Va + hx-ya + h 
ya + ex — Ya + c ' 



für X ■— 1 wird w 



_ j 1 /g + c 
"" c V a + h 



6) ,- >^^--'^-^ 








für o; — 1 wird « = — — ^. 
6) Va + g>a; + cx^-^yg — hx + cx^ 

y^TW^^yT^Jx ' 

füraj-Owirdy«?- -l/-- 
/? K a 

für aj — wird y = - — 2m. 



8) y . 0/l + a?^+a;)^+(^/l + a^-a?)^~2 



für o; — wird y « — « w*. 



für X — wird y — - — ^a — ?&. 

a — y2aa? — x^ 
für a? = a wird y — — — i. 



in fj l(x^"'+ix^'-l)'-mlx 

für a; ■= 1 wird y ■« _ « ^^ 
12) y- ^-1 



für aj — 1 wird y 



x'^ + x^lx — l^ 

1 



m + 1 



17) 



19) 



20) 
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^-1 



13) y- 



1 — cosx'* 



für a; — wird y ^ — ^ 2, 
__ tanx 

für o; =- wird 1/ == — =- r-» 
k 

. sinSx + 4:8in^x — Sl{l + x) 



16) y- 





1 — cosx — Zco5aj 



für a; = wird y p: = |. 



für 05 « wird y =* — = 1. 
1— cos{(iarcsinx) 






für 0? = wird y =« - « ^^i^. 










für a; = wird «/ — ^ = |-' 



1+ 2co5^a; — Z^cos^x 



für a? « wird « « - = l- 



1—5 sin^x + 4 Cö5^a; — 5 yco^2x 



Sifrx 



für a; =» wird y -. — —: — ^. 

n. Wenn die Functionen F{x) und f(x) für x =^ a gleich- 
zeitig unendlich werden, so erhält die Differenz F(x) — f(x) die 
unbestimmte Form oo — oo; den wahren Werth derselben findet 
man dadurch, dass man die Differenz in einen Bruch verwandelt 
z. B. mittelst der identischen Gleichung 
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und diesen, wenn nOthig, nach der vorigen Begel untersucht 



21) 
22) 
23) 
24) 



27) 



30) 



,^-1 1-. 

1 - a?« 1 — ic/*' 

für a? — 1 wird xf — oo — oo — |(a — /3). 
-1- ^ 



Ix a;«-!' 
far a; — 1 wird ;ef — oo — oo ■= ^a. 



x ^ — v 

für a? = wird £? « oo — oo « |-. 



_ 2 _ X 



' X e—x — V 

für a; « wird £? — oo — oo = |. 

25) je? ■« "l-jTrsccaJ — a;to«aj; 

für a: =* jTT wird jp = oo — oo «= 1. 

26) ^ « __ — co^2^. 

für a; = wird ;? « oo — oo =» l. 
2 + cosx 3 
a^sinx a^' 
für a; -= wird £f = oo — oo « ^* 
15 - 6a;2 



28) z = co^a; — 

29) 



a;(l5-aj«)' 
für a? — wird £? = oo — oo •* 0. 
3 1 



«= 



3 a:*— a;® x^arctanx^ 
für aj -= wird ;? = oo — oo = -i-. 
2 + yT^ 1 



3aj* a:^arcsina:' 



für a; « wird ;? « oo — oo « rir» 
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in. Wenn die Functionen f{x) und F{x) far ä •* a gleich- 

f(x) 
zeitig unendlich werden, so erhält der Bruch =V^ die vieldeutige 

Form — ; der wahre Werth desselben findet sich dann nach dem 
Satze, dass unter den angegebenen Umständen 

F{a) ^ F\a) 
ist; die Methode zur Bestimmung des wahren Werthes eines viel- 
deutigen Bruches bleibt also bei der Form ^ dieselbe wie bei 

der Form — • 



31) 



34) 



35) 



c — lx 
a + - 

X 

für a; = wird ^ « ^ = 0. 



32) y 
für Ä = 

33) y 



log (x — d) 

für a; •= a wird 2/ =* ^ — 1- 
tanx 



n — 2x 



fiira:--wirdi/-^«-. 
logx 



a + blogsinx'' 
für a; = wird y ^ ^ ^ ■-• 
logx 



a + blogtafifix^ 
für ä; — wird y^^^-- 

Ix 

36) ^~^' "'>^' 

fÖr o; — 00 wird y = ^ — 0. 

37) y-^^, a>0; 

für 05 = 00 wird y = -^ — 0. 
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38) 



39) 



y- 




a>0, /S>0; 


fftr.« 


— 00 


wird y - ^- 


-0. 




y- 


l{a + le') 




far « 


— 00 


wird y- ^ 


l 




y- 


?(a + he) 


far a?- 


• 00 


'™''^ y = 00 - 


Vß 



40) 



§ 28. 
Die Formen • oo, 0^ oo® und !*• 

I. Wenn für a; = a gleichzeitig qp (jt) verschwindet und f{x) 
unendlich wird, so erhält das Product <p(x) • f(x) die Form • oc; 
den wahren Werth desselben findet man dadurch, dass man 9?(a;)«/"(^) 
in einen Quotienten verwandelt, welcher f ür o; = a entweder die 

Form — oder die Form -^ annimmt; dem ersten Falle entspriclit 

die Umwandlung 



der zweite Fall entsteht durch 



41) 
42) 
43) 







9>(x) 






.-x^z(l), 


P>1; 




fttr 


x^O wird z = 


• • 00 = 


0. 




0«(7r-.2.r) 


tewz; 




für i 


c « "Itt wird ;er « 


= 0- » = 


= 2 




.-,(.-i) 


. nx 




für 


a; = a wird - 


« • 00 = 


2 

TT 
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nx 



44) 0^(f—d')tan 



2a' 



2a 
fttr a; — a wird je? ■« • oo = — 6*. 

n 

45) e ^Icosx ' cotx] 

far a; — wird £f — • oo — 0. 

/jc aj\ 

46) .^ ™ ^ '^^ l J + 9 ) • ^^^^5 

für a: = wird ä? -= • oo — !• 

47) e = arc5««a; • cotx] 

far a? « wird 2^ « • oo = 1. 

.Qv X , JtX 

4ö) z ^ arccos— ' tan -z—i 

^ a 2a' 

für a; = a wird ;? «» • oo — oo. 

für a; = 00 wird ;ei — • oo = — • 

P 

50) « — 5iw-.^(a + 5c*); 
far a? = 00 wird ;ef = • 00 « c. 

n. Wenn die Potenz {/(x)]^^*^ fax x ^ a eine der Formen 
0^, 00^, l** annimmt, so benutzt man die Gleichung 

[/•(a;)]9(*) — c'/<'>'y<*> 

Tmd untersucht den Exponenten lf(x) • g> (x) nach den im vorigen 
Abschnitt gegebenen Eegeln. 

51) w = ar^; 

für a; — wird w « 0^ = 1. 
1 

52) u = a;«+6'*; 

1 
fiir a; — wird w = 0^ = e". 
1 

53) u « »'(•'- 1>; 

für a; = wird w -= 0^ = c. 

SehlOmiloh, Uebongsbaoh.!. 4. Aufl. 13 
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für a; — 00 wird m «= 0^ « e""^ 

55) V — 05*; 

för 05 — c» wird v oo® — 1. 

56) v- (a + fte«»»*)''-«*; 

für X •* j« wird v ^ oo^ -« e*. 



57) v — (a + 6af»)«+/^'* , m > 0; 

far a; = 00 wird t; -= oo® — c/*. 

58) «^«[ton(i« + ia;)r'; 
für a; « wird «? -= 1* = e. 

2 

für a? — jTr wird w =- 1* = e\ 
60) «,_(«„l/?f)' 

für a: « QO wird w = 1* — e"" ^ 

§ 29. 


Differentialquotienten von der Fonn — • 



Wemi aus einer Gleichung zwischen a;und|f, etwa /"(a?, y)«0, 

1er Form 



dp 
der Differentialquotient — - nach der Formel 
ax 



dy dx 



dx df{x, y) 

dy 
entwickelt ist, so kann es geschehen, dass für specielle Werthe 
xmma^y^b (welche selbstverständlich der ursprünglichen Gleich- 
ung genügen müssen) Zähler und Nenner des rechtsstehenden 

Bruches gleichzeitig verschwinden, also ^- = ^r wird. Man 

dx 
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dann wieder die in § 27, I erwähnte Eegel an, wobei aber nicht zu 

dy 
übersehen ist, dass der unbekannte Werth, welchen -^ fiir x ^ a 

dx 

nnd y ^b annimmt, möglicherweise auch unendlich gross sein kann. 

1. Aus der Gleichung 

a;^ — 3 cxy + «^ « 
folgt 

dy cy — x^ 



dx y^-^cx 
welcher Ausdruck für a; = und y = in — übergeht. Diflferen- 

zirt man rechter Hand Zähler und Nenner für sich und setzt zur 

dy f 
Abkürzung -- = y\ so hat man 
dx 

und durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung 



. c T Yc^— 4txy 

^ ~Vy ' 

oder, wie man leicht findet, 



2aj , c+yc^— 4txy 



c+yc^'-'4.xy ^y 

Die wirkliche Einführung der Werthe o? = und y = giebt nun 

Eine Modification dieses Verfahrens beruht auf der Bemerkung, 
y 
dass der Quotient — für a; — und ^ = denselben Werth annimmt, 

^ y 

wie |/; bezeichnet man nun — mit t und setzt in der allgemeinen 

X 

Formel 

y^— ex 
y^xt. so erhält man 

t + y' ^ 

l + ^V^o' 
Für X ^0 wird hieraus, wenn man q den gemeinsamen Werth 
nennt, den für diesen Fall t und t/ annehmen, 

1 + 3» 
tmd dieser Bedingung genügen g' «= und g"= ± QO» 

13* 
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2) x^—b<?xy + y^^O\ 

für « — und y — erhält f/ die Werthe und ± oo. 

3) {??+yy^(?xy:, 

für « — und y = erhält 3/ die Werthe und ± oo. 

4) (y* — rc*)* « ax^ — Ixy^-^ .- 

fOr a: = und 3/ — erhält ff die Werthe ± l/^ und ± 00. 

5) y* + a^ry* — fta?* — a;*; 

farx — Oundy = erhält s/ die Werthe ±l/- imd ± 00. 

6) 3/*+(a«+a;^)y*«&V; 

für a; •= und 3/ = erhält 3/ die Werthe ± - • 

a 

§ 30. 
Zwei allgemeine Sätze. 

Nach § 27, m und mit Hilfe der bekannten Eelation 
g> (x + ä) — 9 (a;) = Äg)' {x + £ä), 
worin c einen positiven echten Bruch bedeutet, lässt sich sehr 
leicht folgender Satz beweisen: Wenn q){x) gleichzeitig mit x ins 
Unendliche wächst und qp (a; + l) — 9? (i^) ^^^^^ ©iue bestimmte 
Grenze convergirt, so ist für aj = oo 

Lwn^^ '^ Lim[q>{x + 1) - fp{x)]. 
Hiemach ergeben sich z. B. die Grenzwerthe 

Za; a; 1 

Xiw — «= 0, Lim = — 

a; X c 

Die Substitution 9? (a;) = Zif; (a;) fuhrt zu dem weiteren Satze: 
Wenn fi>(x) gleichzeitig mit x unendlich wächst und , ^r" 

gegen eine bestimmte Grenze convergirt, so ist für a? = oo 



lAm I {ii> {x)Y I = Lim 



^{x + i) 



i\>{x) 
Hieraus ergeben sich die Grenzwerthe 

Um\x~^) '^l, Lim\{a + hey\^c^ c > 1. 



Capitel X. 



M axima und Minima der Functionen. 

§ 31. 
liazima tind Minima der Functionen einer Variabelen. 

Eine Function f(x) erreicht jedesmal einen Mazimalwerth 
oder einen Mnimalwerth, sobald ihr DifTerentialqnotient f(x) sein 
Vorzeichen wechselt, und zwar ist f(a) ein Maximum, wenn f(x) 
an der Stelle x '^ a vom Positiven zum Negativen übergeht, d. h. 
wenn f&r unendlich kleine d gleichzeitig 

/•'(a-*)>0, f(,a + ö)<0 
ist; dagegen bildet f(a) ein Minimum, wenn f^(x) an der Stelle 
a; «= a vom Negativen zum Positiven übergeht, d. h. wenn die Un- 
gleichxmgen ^(„ _ ,) < o, f(a + ö)>0 

zusammen stattfinden. 

Falls f(x) sich stetig ändert, kann f(x) sein Vorzeichen nur 
mittels Durchganges durch Null wechseln, d. h. es muss f(a) = 
sein; man hat daher diejenigen Werthe von x aufzusuchen, für 
welche f{x)'^0 wird. Ist a ein solcher Werth, so bedarf es 
dann noch der Entscheidung, ob /*(a) ein Maximum oder Minimum 
von f(x) darstellt. Meistentheils reicht hierzu der zweite Diflferen- 
tisdquotient hin; f(a) ist nämlich ein Maximum oder ein Mininium, 
je nachdem f\a) negativ oder positiv ausföllt. Wenn aber f'(a) = 
ist, 80 muss man die höheren Differentialquotienten von f(x) zu 
Hülfe nehmen; die Eegel ist dann: ein aus der Gleichung /^(a;) — 
bestimmter Werth a; — a macht f(x) nur dann zu einem Maximum 
oder Minimum, wenn in der Eeihe der Differentialquotienten f\x)i 
f"(x) etc. der erste für a; = a nicht verschwindende Differential- 
quotient von gerader Ordnung ist, und zwar bildet f(a) ein Maxi- 
mum oder Minimum, je nachdem der genannte Differentialquotient 
fax x^ a negativ oder positiv ausfällt. 
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Wenn f{x) keine stetige Function von x ist, so kann f(x) sein 
Vorzeichen plötzlich ändern (z. B. mittelst eines Sprunges von — oo 
nach + ^)) solche Stellen bedürfen einer genauen Untersuchung, na- 
mentlich müssen dann f(a — S) und f{a + S) besonders discutirt werden. 

Beispiel 1. y-»x(2a — a;); 

für X'^ a wird y ^^ c? das Maximum. 

2) y»a;(a«-^«); 

a 2a^ 
für a? — 7= wird « = -^ das Minimum, 

V3 31^3 

. öt . ^ . 2 a* , ,, . 

für a; — H — ;= wird « = H ,-=z das Maximum. 

1/3 31/3 

3) y « a? (a — rc)*; 

für rr = -^a wird y = ^a' das Maximum, 
für a; — a wird 3/ =« das Minimum. 



4) 






für a; = a wird y = 2o das MininriTim. 


5) 






für a: = a wird y =» 3a^ das Minimum. 


6) 


y^x^-\- 3aa;*+ 3/3a;; 



füra:«-aT^/^^wirdy«a(2a«--3l3)±2l/(a^-jS)^{MlS^^ 
wobei a*— /5 > sein muss. Im Falle «^ — /3 « hat y weder ein 
Maximum noch ein MiniTmim . 

„V X 

/— . , 1 ) Minimum, 

für a; = q:i//3 wird t/ = —- -=:[ ' 

a 4. 21//5 j Maximum, 

wobei /3 > sein muss. Für /5 — besitzt y weder ein Maximum 

noch ein Minimum. 

. X — y 

/ -« 1 [Min. 

für a; = yTl/ay + /5 + y^ wirdy«- . :| 

' ' "^ ' a+2y4:2l/ay + jS + y* [Max., 

wobei ay + /5 + y* > sein muss. Im Falle ay + /5 + y* — hat 
1/ weder ein Maximum noch ein Minimum. 
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9) y^x + ya(a-xy, 

für a; — "fa wird y ^ \a das Maximum. 



10) y ^ X — |/a(a; — a); 

far ic — f a wird y -^ ja das Minimum. 



11) y^Vcc + ßx + yx; 

znm Maxilnam oder iMlnimum, je nachdem ßy negativ oder positiv ist. 



12) y-ycc+ßx*+yx; 

far o: - T yl/^7^ wd « = T l/^fc^ : (^'^^'^ 
^V ß(ß-y^ ^ V ß iMamnnm, 



wobei aß(ß — y*) positiv sein muss. 

a + bx 



13) y 



Ya + ßx^' 
ah 



aß faß 

zmn Maximum oder Minimum, je nachdem aß positiv oder negativ ist. 



ia+bx)Va + ßx\ 



fur^ = |/-wdy-|/L^L_J^ 

zum Minimum oder Maximum, je nachdem hß positiv oder negativ 
ist. Die Grössen o^ und \ dienen zur Abkürzung, nämlich 

1 + a; 



15) y = tJi± (1 + x-yi-^tx + x% 

X 

worin 6 einen echten Bruch bezeichnet. Aus 

x^ \ yi-2£a: + a;^ ^j 

folgt, weil der Parentheseninhalt positiv ist, 

fiira;«!, y — 2(2— ^^2 — 2«) das Maximum. 
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Man hat daher 
1 + x 



X 



(1 + « - Vi - 2 «a: + o;«) < 2 [2 - >^2 (1 - «)]; 



für 0?»—, B^cosy ergiebt sich hieraus die geometrische Beziehung 



l/a*-2a6co5y + d« > a + 6 - 4Ä 5i«*(46^ - |y), 
wobei A das harmonische Mittel zwischen a und & bedeutet. 

16) y-2a?+3f6(a;-a)*, fe > 0; 

fttr a? — a — 6 wird y «= 2a + & das Maximum, 
„ a? — a ^j y '^ 2a „ MiniTnum. 

17) y-2a;-31?'6(a?-a)*, & > 0; 

för X * a wird y »^ 2a das Maximum, 

„ « — a + 6 „ y «— 2a — & „ Minimum. 



18) y^h+y ^- — ^ -^ , a>0; 



{2ax-x^ y 

för 05 ^ wird y -■ 6 ein Minimnin ^ 
„a? — a „ y=-fe + a das Maximum, 
„ aj=»2a „ y '^ h ein Minimum. 

19) y^fh? + fc(x-ay, & > 0, c> 0; 
fär » «- wird ]/ — Yä^ ein. Minimum, 

" ^ ■" h M " ^ "^ ^^^ ^ "^ ^^ ^*^ Maximum, 
^j X '^ a „ y «— ya*fe ein Minimum. 

20) y»f6^--^c(a:-a)«, 6 > c> 0; 

für a; — wird y = — f^a^c ein Minimum, 
„ 05 — a „ y •= + ya*6 das Maximum, 

„ X = r „ y ^ Ya^(h — c) ein Minimum. 

21) 2/ -« a;"»e-*, w > 0; 

für a; — m wird y = I — I das Maximum. 
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X 

22) y-&e«-jr; 

für 0? = aZ ( — j wird y ^ all — l ( — j \ das Minimum, 
wobei ah positiv sein mnss. 

23) y-'^'©; 

a a*" 

für a: = — r wird y — - — zum Maximum oder Minimum, 

gm 

je nachdem m positiv oder negativ ist. 

24) 2^ - ar^5 

1 /1\« 

für ÄJ "= — wird y =- I — I das Minimum. 

25) y-aj*; 

für a? = 6 wird ^ — ß* das Maximum. 

— 

f ür a? — — wird w — e* das Maximum, 
e . 



27) ,-(jn 



far a; = ac wird y «= e"*' das Maximum. 

28) • y = siwa; . 5iw(a + a;); 

für a; = W7t — j« wird y = — si«*|^a ein Minimum, 

„ a; « W7t + "l- (jr — a) „ y — + cös*|a „ Maximum, 
wobei n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 

29) y ■= sinx - cos{ci + a;); 

för X ■- «7t — \7C — jof wird y -= — 5m*(-^jr + ^a) ein Minimum, 
„ aj — «7t + -J-jr — "l^ „ 2/ — + 5m*(x?iJ ~ Y«) ,) Maximum. 
^0) y — cö^a; • tan (a; — a), < a < 7t; 

far X = (« + i)7t + f a wird y «• to«^(^7t — |^a) ein Maximum, 
„ a; — (n — ■j)7t + |a „ y « te«*(-|-7t + \ct) „ Minimum. 
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31) y '^ sinxcos^x*^ 

für a; — (2 « — ^) 7t wird y =- ein Maximum, 
„ a? =- (2« + \)n „ y — „ Minimum; 

wenn femer zur Abkürzung arc tan -j= «— ^ gesetzt wird, so ist 

/ N 2 

für ir=»2«7t + ^und für a; = (2n + l)jt — d-, y*H -=einMax., 

o y ö 
2 
„ a;«=2w7t~'^ „ „ a; — (2n + l)7r + ^, V^ .- „Min. 

32) y-=-^{asinx + - — )> a > 6 > 0, 

für 0? — (2« + |-)7r wird y = + ^ (a + &) ein Maximum, 
„ a;«(2n — |)7t „ 2/ = — i (« + ^) « Minimum; 
wenn femer arcsvnX/ - « ^ ist, so wird 

für a?=2«7t + '9' und fftr o; — (2« + l)7r — -^j y^ + Vah ein Mm., 
„ x=^2n7t — & „ „ x^(2n + i)n + &^ y^^Yäh „ Max. 

33) y '^ ^(atanx + hcotx)^ a > 0, 6>0; 

bezeichnet man arc tanW — mit ^, so wird 

furo;«— n7r + ^, ^"■+ V^ ^in Minimum, 
„ a; «= WTT — <^, y ■= — V^ « Maximum. 

34) y = e*siw (a? — «); 

für aj — (2w — ^)7t + a wird 3/ = ^e(2n->4)7r+a ^jj^ Minimum, 

„ a;-(2«+|-)7r + a „ 2/ = + -l=e(2»+%)^+« „ Maximum, 

35) ^ — e*[a; siw (a; + a) + (l — a;) cos (x + «)]; a > 0; 

für a; — wird ^ = cosa ein Minimum; 
für a; - (2 « + 1) 7t - a wird y = [(2« + l)7r - a - 1] c(2«+i)^-« ein Max., 
für a;=»2n7t — a wird 2/ — — (2«7t — a— l)e^*''-"" ein Minimum. 



36) y^ xarcsmx+ Yl — x^; 

für a; «= wird w «= 1 das Minimum. 
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37) y = xarctanx — ■i-?(l + x*); 
für a; =- wird y = das Minimum. 

38) y^xarctan- + \l{l+,a?y, # 

X 

für o; = wird y = das Minimum. 

für a; = wird y == \ das Maximum, 
für a; = ± 1 ydrd y = — ^ (« — 2) ein Minimnm. 

Ans 9^^ + ''^'' 

für a? = — )/3 wird 2/ = — (1)^3 — j^) das Minimum, 
„ X ^ +y3 „ y -= f V^3 — • yTt das Maximum. 

41) y i + x» ' 

für a; = — 1 wird «/ = { {n + 2) ein Maximum, 
,, a; = wird 2/ = 1 das Minimum, 
„ a; =« + 1 wird «/ = j (tc + 2) ein Maximum. 

§ 32. 
Geometrisohe und physikalische Aufgaben. 

1. Es ist ein Dreieck ABC und auf der Seite AB der Punkt 
P gegeben; man soll die Transversale QBJI AB so legen, dass der 
Flächeninhalt des eingeschriebenen Drei- Fig. 46. 

ecks BQB ein Maximum wird (Fig. 46). ^ 

Das Maximum tritt ein, wenn die >/T\ 

Höhe des Dreiecks BQB gleich wird der KX ! \o 

halben Höhe des Dreiecks ABC^ also /iNT"^ /\ 

^8^\CJ)\ es ist dann . X I ^s/ \ j, 

ABQB^{AABC. ^ ^ 

2. Es ist ein Ereis und ein Feripheriepunkt P desselben ge- 
geben; man soll die Sehne QB parallel der Ereistangente BT so 
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legen, dass der Flächeninhalt des eingeschriebenen Dreiecks FQB 

ein Maximtim wird (Fig. 47J. 

vig.47. Das Maximum tritt ein, wenn die Ent- 

fernung der Sehne vom Punkte P gleich wird 
j des Ereisdurchmessers tmd es verhält sieb 
dann die Dreiecksfläche zur Kreisfläche wie 

Im Wesentlichen bleiben diese Besultate 
ungestört, wenn man an die Stelle des Kreises eine Ellipse setzt, 
nur ist dann statt des Kreisdurchmessers derjenige EUipsendurch- 
messer zu nehmen, welcher die zu PT parallelen Sehnen halbirt. 

3. Durch die Ecke C des gegebenen Bechtecks ÄCBD soll 
eine Gerade, welche die Seiten ÄD in E und BD in, F schneidet, 

Flg. 48. so gelegt werden, dass AE + BF ein Minimum 

^E wird (Fig. 48). 

-D Das MiniTnum tritt ein, wenn AE^BT 

gleich dem geometrischen Mittel zwischen den 
Eechteckseiten AC und BC genommen wird. 

4. In den Endpunkten einer gegebenen geradlinigen Siarecke 
AB sind auf letzterer Senkrechte AE und BF nach derselben 
Bichtung gezogen; innerhalb des Baumes EABF ist noch ein 

Punkt C gegeben; durch diesen soU man eine 
Gerade legen, welche AE m M und BF in. N 
so schneidet, dass das geometrische Mittel zwi- 
,U sehen AM und ^^ ein Minimum wird (Fig. 49). 
Man erhält die gesuchte Transversale, wenn 
man BC bis zum Durchschnitte L mit AE 
verlängert und den Mittelpunkt M des Ab- 
schnittes AL mit C verbindet. Ist D die Projection von C auf 
AB^ so gelten hierbei folgende Beziehungen 




Fig. 49. 




D 



B 



LCDM'^LCDN, YAD . BD • YAM-BN^ AABC. 

6. Auf den Schenkeln eines Winkels sind zwei feste Punkte 
A und B gegeben; man sucht zwei andere in gleichen Entfern- 
ungen vom Scheitel liegende Punkte M und N der Art, dass 
AN + BM ein Minimum ist (Fig. öO). 

Nimmt man LBOC^ LBOA^ OC = OB und zieht AC, so 
schneidet diese Gerade den Schenkel OB in dem einen gesuchten 
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Fig. 50. 




Fig. 51. 




Punkte JV; der andere ergiebt sich durch OM^ ON. Die Gerade 
ÄCist zugleich die gesuchte Minimalsumme. Eine rein geometrische 
Betrachtung fuhrt leicht zu denselben 
Besultaten. 

6. Es ist ein Dreieck ABC ge- 
geben und auf der Seite AB der Punkt 
D; auf den anderen Seiten AC und 
BC sollen die Punkte P und Q so 
bestimmt werden, dass der Winkel 
PDQ eine gegebene Grösse y hat und dass der Flächeninhalt des 
Dreiecks PDQ ein Minimum wird (Fig. 51). 

Setzt man L^^C—a, LABC'^ß, 
tt + jS — y = ^ und bezeichnet LAPB 
mit 0^, so findet man, dass das gesuchte 
Minimum eintritt, wenn smxsin{x + J) 
ein Maximum wird. Dies führt zu fol- 
gender Construction. Man zieht BE-^ACj 
DF^ B C, halbirt den Winkel ELF und j^ 
trägt zu beiden Seiten der Halbirungslinie 

DH die gleichen Winkel HBM und HBN ab, deren Schenkel 
DM und D^ die gesuchten Punkte bestimmen. 

7. Um ein gegebenes Dreieck ABC soll das grösste gleich- 
seitige Dreieck PQB beschrieben werden (Fig. 52). Nach der 
gewöhnlichen Bezeichnung der Seiten und Winkel eines Dreiecks 

ist für LACQ^q) 

l)sinq) + csin (60** + a — (p) 

^ sin 60^ 

und daher fiir den Fall, dass der Umfang und ebenso die Fläche 
von PQB ein Maximum werden soll, 

b-ccosCßO^+a) 

^^^^ csm (60^ +a) ' 

Constmirt man über den Seiten das Dreieck ABC die gleich- 
seitigen Dreiecke ABC\ BCA\ CAB\ so schneiden sich die Ge- 
raden AA!^ BB\ CC^ in einem Punkte 0; die Seiten des gesuchten 
Dreiecks PQB stehen senkrecht auf AA\ BB\ CC^ und sind hier- 
nach leicht zu construiren. 

8. In ein gegebenes Dreieck ABC soll das kleinste gleich- 
seitige Dreieck UVW beschrieben werden (Fig. 52). 
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Für L CTO — t ist 



hc Sinei 
hsinx + c^«(60®+ a — t)' 

Fig. 5S. 




mithin, wenn umfang und Fläche von ^FW Minima werden solleiif 

h -ccos (eO^+a) 
csm(ßO^+a) 
Fällt man von Ä auf BB' die Senkrechte ^T und legt durch T 
parallel zu £^0 eine Gerade, so giebt deren Durchschnitt mit BC 
Fig. 63. ^e eine Ecke U; die übrigen Eden 

F und W findet man mittelst der 
Bemerkung, dass die Seiten des Drei- 
ecks UVW parallel zu den Seiten 
des Dreiecks PQB liegen. 

9. Zwei gegebene geracllinig& 
Strecken ÄÄ' und BB' sollen durch 
zwei Kreisbögen ÄP und FB so 
verbunden werden, dass AJ! Tan- 
gente an AP^BB' Tangente an 5P, 
femer Pder innere Berührungspunkt 
beider Bögen und dass endlich die 
Differenz der Radien beider B9gen 
ein Minimum ist (Fig. 63). 
Es sei C der Durchschnitt der in Ä und B auf den gegebenen 
Strecken errichteten Senkrechten -4C — o, BC ^^h^ LAGB^f^ 
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ferner a> b und zur Abkürzung a —• h ^ c^ 1 — cosy^k] man 
bemerkt leicht, dass der Mittelpunkt M des Bogens ÄP auf ÄCy 
ebenso der Mittelpunkt N des Bogens BP auf der Verlängerung 
von jBC liegen und dass MN gleich der RadiendifFerenz BN^AM 
sein muss. Für CM -= a;, MN — u erhält man der Reihe nach 
die Grössen von AM '^ MP^ NP ^ BN, CN und aus dem Drei- 
ecke CMN 



kx — c 



— c. 



Den gegebenen Bedingungen entspricht hiemach 

es ist daher AB ^ BC, CE — |C2) zu nehmen, in E senkrecht 
voi AC eine Gerade zu errichten, welche die Halbirungslinie des 
Winkels ACN in F schneidet, endlich CF um FG — FE zu ver- 
längern und durch G senkrecht zu CG eine Gerade zu ziehen, 
welche auf AC und BC die gesuchten Funkte M und N bestimmt. 

Beiläufig sei noch bemerkt, dass F auf dem um das Dreieck 
ABC beschriebenen Bereise liegt und dass -4, P, B Punkte eine» 
aus dem Mittelpunkte F beschriebenen Kreises sind. 

Die Determination, unter welcher die Aufgabe nur möglich 
ist, findet man leicht aus dem angegebenen Werthe von CM. 

10. Aus einer rechteckförmigen Tafel soll durch Wegschneiden 



--7JB 



7f 



von vier gleichen Eckquadraten Fig.w. 

und gehöriges Zusammenbiegen 
ein offener rechtwinkliger Kasten 
von möglichst grossem Volumen 
gebildet werden (Fig. 54). 

Sind AB^a, BC ^h 
die Seiten des gegebenen Recht- ^^y[~ 
ecks und bezeichnet x die ge- 
suchte Quadratseite AH, so erhält man for x die quadratische 

Gleichung 

12«*- 4(a -f &)a; -f a& — 0, 

von welcher aber nur die kleinere Wurzel zu gebrauchen ist. 
Mittelst eines Dreiecks EBF, worin LEBF'^^O^ ist, kann AH 
leicht construirt werden. 



a B 



\ 
\ 

F 
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Wählt man zwei genaue 'Zahlen m und n <,'\'m willkorlicli 
und setzt 

a — 6 (w^ — w)*, & «= 6 1» (w ~ 2»), 

80 erhält man für x den rationalen Werth 

a; — (w + w) (w — 2w); 

falls die für a, &, o; gefundenen Werthe einen gemeinschafüichen 
Factor haben, kann derselbe weggelassen werden. 

Nach diesen Bemerkungen findet man z. B. für m » 5, n = 1 
die Werthe a = 8, & = 5, o; — 1. 

11. In der vorigen Aufgabe werde statt des Eechtecks AB CD 
ein beliebiges Dreieck ABC genommen und im Uebrigen dasselbe 
Maximalvolumen gesucht. Den Abstand x (der Seiten des inneren 
Dreiecks von den ihnen parallelen Seiten des Dreiecks ABC) 
findet man gleich dem dritten Theile von dem Badius des Kreises, 
welcher dem Dreiecke ABC eingeschrieben ist. 

Ein ähnlicher Satz gilt fiir alle Tangentenvielecke. 

12. um die Breimpunkte einer gegebenen Ellipse sind mit 
bekannten Badien Kreise beschrieben, welche innerhalb der Ellipse 

liegen; auf der letz- 
teren soll der Punkt 
P so bestimmt werden, 
dass die Summe der 
von ihm aus an die 
Kreise gelegten Tan- 
genten ein Maximum 
wird (Fig. 65). 

Bezeichnet man die 
Halbachsen der El- 
lipse mit a und &, die 
Badien der um die Brennpunkte F und G beschriebenen 
mit f und ^, und nimmt den Brennstrahl FP «= r als 
Yariabele, so hat man 

2MP+ 22^P- 2 {V^^'^+Vi^a-ry-g^} 

zu einem Maximum zu machen und erhält 



Fig. 55. 




FP- 



2af 



©P. 



2ag 

f+g 
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Dies giebt folgende Constraction: dnrcli den inneren AehnUcIikeits* 
punkt I der beiden Kreise lege man parallel m CD eine Gerade, 
welche FD in K schneidet; dann ist FK — FF der eine, 
AB — FK= GP der andere Brennstrahl des gesuchten Ellipsen- 
punktes. Bemerkenswerth ist noch, dass LFPM »^ LGPX ist, 
dass also die beiden Kreise von P ans unter gleichen Winkeln 
gesehen werden. 

13. Um die Brennponkte einer Ellipse sind Kugeln beschrieben, 
welche innerhalb der Ellipse liegen; auf der letzteren soll man 
den Punkt P so bestimmen, dass die Summe der beiden Kugel- 
kappen, welche man von P aus überblickt, ein Maximum wird* 

Bei derselben Bezeichnung wie in Nr. 11 handelt es sich 
hier um das Maximum von 



-(^+^-(?+^,)i> 



dieses tritt ein, wenn sich die Quadrate der beiden Brennstrahlen 
von P zu einander verhalten wie die Würfel der Kugelhalbmesser, 
also für 

FP^ ^«K/^ ^p, ^^vy 



Vf + Vg" Vf + Vg' 

14. Unter allen geraden Kreiskegeln von gleicher Seite AB 
soll derjenige gefanden werden, dessen Volumen am grössten ist 

Setzt man AB ^=^ c und betrachtet den Radius . 

der Grundfläche als unabhängige Variabele (BC^ o?), ' A 

so findet man / | \ 

BC^cVl ^C^cVi, / ! \ 

tanBAC^y2, Z.J5JLC- 54^44'8", 2. ^l^gTllAjj 

15. In einen geraden Kreiskegel soll der gerade 

Kreiscylinder vom grössten cubischen Inhalte so eingeschrieben 
werden, dass die Grundflächen beider Körper concentrisch sind. 

Bezeichnet a den Basisradius, h die Höhe des Kegels, so ist 
der Basisradius des Cylinders =» f a, die Cylinderhöhe — •J-Z' und 
das Cylindervolumen = j des Kegelinhaltes. 

16. In einen geraden Kreiskegel soll der gerade Kreiscylinder 
von grösstem Mantel einbeschrieben werden. 

Schlömilch, Uebnngsbuch. L 4. Aufl. 14 
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Bei derselben Bezeichnung wie in Nr. 15 hat der Cylinder 
den Badius |a und die Höhe |-&. 

17. In einem geraden Ereiskegel soll derjenige gerade Kreis- 
cylinder einbeschrieben werden, dessen Gesammtoberfläche ein 
Maximum ist. 

Bei derselben Bezeichnung wie vorhin ergiebt sich der Cylinder- 

ah h(h— 2 a) 

radius — —t- v? die Höhe = — ^^ /i wobei b>2a sein muss. 

2 (& — a) 2(h — a) 

18. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiscylinder 
von grösstem cubischen Inhalte einbeschrieben werden. Bezeichnet 
c den Kugelhalbmesser, so ist der Cylinderradius = c|/f und die 
Cylinderhöhe « 2c]/i. 

19. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiscylinder 
von grösstem Mantel einbeschrieben werden. 

Bei derselben Bezeichnung wie vorhin ist der Cylinderradins 
= c|/-|- und die Cylinderhöhe =c|/2. 

20. In eine gegebene Kugel soll derjenige gerade Kreiscylinder 
einbeschrieben werden, dessen Gesammtoberfläche ein Maximum ist. 

Der Cylinder hat die Dimensionen 



Kadius ^hV\(l + >/I), Höhe = 2cV\ (l - l^). 

21. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiskegel von 
grösstem cubischen Inhalte einbeschrieben werden. 

Der Basisradius ist f c|/2, die Höhe jC, 

22. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiskegel von 
grösstem Mantel einbeschrieben werden. 

Der gesuchte Kegel ist derselbe wie bei der vorigen Aufgabe. 

23. In eine gegebene Kugel soll derjenige gerade Kreiskegel 
einbeschrieben werden, dessen Gesammtoberfläche ein Maximum ist. 

Nimmt man die Höhe des Kegels als unabhängige Variabele, 
so findet man 



Höhe = -^ c, Basisradms « c. 

24. Es sind zwei Punkte A^^ A^ und eine Gerade BC ge- 
geben; in letzterer soll man den Punkt P so bestimmen, dass 
der Winkel A^PA^^ unter welchem die Strecke A^A^ von P aus 
gesehen wird, seinen grössten Werth erhält (Fig. 57). 
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Ist der Durchschnitt von Ay^A^ mit J5C, OA^^a^^ O-^g^^ag, 
LA^OB ^ y^ OP^r^ LA^PA^^ (q^ so ergiebt sich 

und wenn o, also auch tan co sein Maxi- 
mum erreichen soll, so muss r «= + Va^ 
sein. Es giebt demnach zwei solcher 
Punkte P und Q auf entgegengesetzten 
Seiten von 0, und zwar sind P und § 
diejenigen Punkte, in welchen die zwei, durch A^ und A^ gehenden 
und BC berührenden Kreise die letztere Gerade tangiren. Be- 
zeichnet man die beiden Maxima von cd mit Sl^ und .ßg» so gelten 
die Formeln _ — 

ya^ + ya, 
ya^ + ya, 

tan I (^1 - Äg) = ^^~^* 00^ y. 

^2 "T" ^1 

25. Auf der Achse einer bestimmten Parabel sind zwei Punkte 
Aj^ und A2 gegeben; man soll denjenigen Parabelpunkt P er- 
mitteln, für welchen LA^PA^ ein Maximum ist. 

Bezeichnen a,, ag die Abscissen der Punkte A^^.A^ und ist 

die Gleichung der Parabel, so findet sich, wenn zur Abkürzung 
|(ai + Og) — fc = c gesetzt wird, als Abscisse von P 

In dem speciellen Falle ?> == 7 («i + Og) ^^^ einfacher o; = j/a^ ag • ^a« 30^ 
Wenn Aj^ mit dem Scheitel der Parabel zusammenfällt, ist die 
Aufgabe nur unter der Bedingung ag > 2 5 lösbar. 

26. Auf dem Durchmesser eines bestimmten Kreises sind zwei 
Punkte A^ und A^ gegeben; man soll denjenigen Peripheriepunkt 
P ermitteln, für welchen LA1PA2 ein Maximum wird (Fig. 58). 

Nimmt man den Kreismittelpunkt zum Coordinatenanfang, 
setzt OAi ^= a^^ OA^^ a^ und den Kreisradius OB ^ h^ so findet 
man fiir die rechtwinkligen Coordinaten von P 

14* 



212 



Maxima und Minima der Functionen. 






y 



welche Formeln zu folgender Construction führen. Man heschreibe 
über Äj^A2 als Durchmesser einen Kreis und bestimme auf der 
Fig. 58. nöthigenfalls verlängerten Geraden OB 

U) denjenigen Punkt (7, von welchem aus 
gleiche Tangenten CP^CQ an beide 
Kreise gelegt werden können (die Gerade 
CD -^ OC ist die sogenannte Potenz- 
linie beider Kreise); der Berührungspunkt 
P besitzt dann die verlangte Eigenschaft 
Wenn A^ und A^ gleichzeitig inner- 
halb oder gleichzeitig ausserhalb des Kreises liegen, ist die Aufgabe 
immer möglich, dagegen wird sie unmöglich, wenn einer der ge- 
gebenen Punkte innerhalb und der andere ausserhalb des Kreises liegt. 
27. Auf der Peripherie einer gegebenen Ellipse soll derjenige 
Punkt bestimmt werden, von welchem aus gesehen die grosse 
Halbachse der Ellipse am grössten erscheint. 

Bezeichnet man die Halbachsen mit a und &, die lineare Ex- 
centricität ]/«* — b^ mit c, so erhält man für die Abscisse des 
gesuchten Punktes die Gleichung 

(x — a) {c^x^ + ac^x — a*) == 




und hieraus 



rig. 59. 




^ 



2t C 

Die Aufgabe ist nur für a> 672 
möglich. 

28. Auf der Peripherie einer 
gegebenen Ellipse soll derjenige 
Punkt bestimmt werden, von wel- 
chem aus gesehen die lineare 



L F^/A 
Excentricität am grössten erscheint (Fig. 59). 

Bei derselben Bezeichnung wie vorhin ergiebt sich 
(ex — a^) (cx^ + a^x — a^c) — 0, 
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Nimmt man 0(7= OA — a, OG ^ 2 0F^ 2c, so schneidet 
die Halbirungslinie des Winkels OCG die Gerade OÄ in einem 
Punkte i, welcher der Endpunkt der Abscisse von P ist. 

29. Zwei Punkte -4^, A^ und eine Curve sind gegeben; auf 
letzterer soll der Punkt P so bestimmt werden, dass LA^PA^ ein 
Maximum oder Minimum ist. 

Legt man den Coordinatenanfang auf die Gerade ^1^29 
setzt 0-4^ =« Oj, O-ig — » Oj und bezeichnet in rechtwinkligen Co- 
ordinaten die Gleichung der Curve mit 

y - /•(^), 

so erhält man die Coordinaten x und y von P durch Verbindung 
der vorstehenden Gleichung mit der folgenden 

(oi + Og — 2x)y + Kojj — (aj + a^)x + x^— y^^ = 0. 

Unter der Voraussetzung, dass die Winkel P-i^Z« ^j, 
P^gX«« 92 ^^<^ <^®r Tangentenwinkel x in der Eichtung von der 
positiven Seite der a;- Achse nach der positiven Seite der y- Achse 
von bis 180^ gezählt werden, bedeutet die obige Bedingung, 
dass q>^ + q>^ entweder = t oder =1 + 71; sein muss. 

30. Der Mittelpunkt einer Ellipse ist geradlinig mit einem 
Peripheriepunkte verbunden und durch letzteren die Normale zur 
Curve gelegt; wie muss der Punkt gewählt werden, wenn der 
Winkel zwischen jenem Eadiusvector und dieser Normale ein 
Maximum sein soll? 

Wird der Ellipsenmittelpunkt als Pol und die grosse Halb- 
achse als Polarachse genommen, so sind die Polarcoordinaten des 
gesuchten Punktes durch die Formeln bestimmt j^jg g^^ 



.yi: 



a r 2 

Der gesuchte Punkt ist also der Durchschnitt 
D der Ellipse mit der Diagonale OC des aus qL 
den Halbachsen construirten Eechtecks -^OJ5(7 
(Fig. 60); die Normale DE steht senkrecht auf der andern Dia- 
gonale AB, auch ist LOBE ^ LOB A — LOAB. 

31. Auf der Fusspunktcurve einer gegebenen Ellipse sucht 
man denjenigen Punkt, far welchen der Winkel zwischen dem 
Radiusvector und der Normale ein Maximum ist. 
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Sind OÄ und 05 die Achsen der Ellipse, so schneidet die 
von auf AB herabgelassene Senkrechte die Fusspunktcurve im 
gesuchten Punkte. 

32. Auf einer gegebenen Curve soll man denjenigen Punkt be- 
stimmen, für welchen der Winkel zwischen Radiusvector und Nor- 
male ein Maximum oder Minirnnm ist. 

Bezieht man die Curve auf Polarcoordinaten, etwa 
r - F(ß\ 
SO bestimmen sich und r aus dieser und der folgenden Gleichung 

welche geometrisch bedeutet, dass an der gesuchten Stelle der 
Krümmungshalbmesser mit der Polarnormale identisch ist. 

33. Welche Ellipsennormale liegt am weitesten entfernt vom 
Ellipsenmittelpunkte ? 

Die Coordinaten desjenigen Ellipsen punktes, zu welchem in 
dem Quadranten der positiven Coordinaten die gesuchte Normale 
gehört, sind ,-^ -^ 

Um den betreffenden Punkt zu construiren (Fig. 61), errichtet 
man im Endpunkte A der grossen Halbachse senkrecht zu OA 

die Gerade AL ^^ Ya h und aeht 
Oi, welche Gerade den mn- 
schriebenen Kreis in iLT, den ein- 
geschriebenen Kreis in N schnei- 
det und damit auch den gesuchten 
Punkt P bestimmt. Legt man 
durch ihn die Ellipsennormale, 
* so ist deren Abstand von 0, näm- 

lich OQ, das geforderte Maximum und zwar = a — 6; gleichzeitig 
ist PQ ^ AL und Q der Krümmungsmittelpunkt für die Stelle P. 

34. Welche Normale der Cardioide liegt am weitesten ent- 
fernt von der Spitze der Curve? 

In Polarcoordinaten ist für denjenigen Cardtöidenpunkt, durch 
welchen die Normale geht, 

cosO = 1, r = |&, 
wenn h den Durchmesser des erzeugenden Kreises bedeutet. 
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35. Ein Punkt und eine Curve sind gegeben; man sucht die- 
jenige Normale der Curve, welche von jenem Punkt am weitesten 
entfernt oder ihm am nächsten liegt. 

Wird der gegebene Punkt zum Coordinatenanfang genommen, 
so ist bei rechtwinkligen Coordinaten die Bedingung 

(i + »'y+(»-«y')y'-o 

zu erföllen, dagegen bei Polarcoordinaten die Bedingung 

Der Curvenpunkt, durch welchen die gesuchte Normale geht, be- 
sitzt hiemach die Eigenschaft, dass der zugehörige Krümmungs- 
radius gleich ist der Entfernung der Tangente vom Coordinaten- 
anfange. 

36. Durch einen Ellipsenpunkt P ist eine Ellipsentangente 
gelegt, welche die verlängerte grosse Achse in T und die ver- 
längerte kleine Achse in TJ schneidet; der Punkt P soll so be- 
stimmt werden, dass die Strecke Tf7 ihren Minimalwerth erreicht. 

Der gesuchte Punkt ist derselbe wie in der Aufgabe 33; das 
Minimum von T TJ beträgt a + h. 

37. Durch den Punkt xy der Curve 



, = (a-ix)|/^ 



ist eine Tangente gelegt, welche die Abscissenachse in T, die 
Ordinatenachse in TJ schneidet; für welchen Punkt xy wird TU 
ein Minimum? 

Die Abscisse des gesuchten Punktes ist 

r f^ + VT? -f f'Q - VT7l 
a; = I 1 + 2 LUUL ZJ: Li_J a = 3,70304 • a. 

38. Es bezeichne t die zwischen den Coordinatenachsen ent- 
haltene Strecke der Tangente, welche durch den Punkt xy an die 
Curve -^2 

gelegt ist; man sucht die Maxima und Minima von t, 

. ß 

Im Falle 6 <: 2a existirt nur ein Minimum fiir x = — p= d. h. 

wenn der gesuchte Punkt mit dem Inflexionspunkte der Curve 
zusammenfällt. 
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Ist zweitens 

V2 
so setze man zur Abkürzung 



S -^ ^ ^^5 



dann wird 
für 



^ 1. 7 

1/2 

t ein Minimum, Maximum, Minimum. 

3 
Im Falle h «= —;=-. a existirt nur ein Minimum, welches for 
1/2 

X — ]/2 • a eintritt. 

3 

Ist endlich 6 > --= a, so entsprechen den Werthen 
1/2 

X ^ 7 

V2 
ein Mmimma, Masiinum, Minimam. 
39. Für die Ciorve 

sucht man die Maxima und Minima von f, welches dieselbe Strecke 



Flg. 62. 



wie in der vorigen Aufgabe bedeuten soll. 

Für X =--=a, d. h. im Inflexions- 
1/2 
punkte der Curve findet ein Minimum statt; 
diesem folgt 

für a; «= 0,86255 • a das Maximum, 

„ X ^^ 1,14409 • a ein Minimum. 

40. Durch den Punkt P einer allgemein 

gegebenen Curve ist eine Tangente gelegt, 

welche die Abscissenachse in T, die Or- 

dinatenachse in ü schneidet; man sucht 

diejenigen Punkte P, für welche T 27 seine 

grössten oder kleinsten Werthe erreicht (Fig. 62). 

Für OM ^ x^ MF « y bestimmen sich die gesuchten Punkte 
aus der Gleichung der Curve, verbunden mit der Bedingung 
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Legt man OQ senkrecht zu Tü^ so bedeutet diese Bedingung, 
dass entweder TP + QU ^ oder der Punkt P ein Inflexions- 
punkt sein muss. 

41. Durch einen Parabelpunkt P ist die zugehörige Parabel- 
tangente construirt, welche die Directrix in Q schneidet; man sucht 
denjenigen Punkt, fiir welchen die Strecke PQ am kleinsten wird. 

Stellt man die Gleichung der Parabel in der Form dar 

so erhält man _ 

42. In der vorigen Aufgabe werde die Parabel durch eine 
Ellipse ersetzt, deren Gleichung 



©'+(1)'- 



sein möge, und dann wieder das Minimum von PQ gesucht. 

Es giebt selbstverständlich vier, der Aufgabe genügende 
Punkte, von denen nur derjenige bestimmt zu werden braucht, 
dessen Coordinaten positiv sind. Setzt man zur Abkürzung 



V 



--^, 1/3(32 



61(»«+32ft*)-v, 



16 — V*+3ftv 



+ 



f 



16 — 9ft'— 3ftv 



= ^, 



so findet man 



^-i 



Eine ähnliche Bestimmung gut für die Hyperbel. 



Fig. 68. 



43. Durch den Punkt P einer ge- 
gebenen Curve ist an letztere eine Tangente y 
gelegt, welche eine in der Entfernung 
OC^'C parallel zur y- Achse gezogene Ge- 
rade C2> schneidet; man sucht das Maximum 
oder Minimum der Strecke PQ (Fig. 63). 

Für OM'^x^ MP^y bestimmt sich 
der gesuchte Punkt durch die Gleichung 
der Curve, verbunden mit der Bedingung 

(a;-c)y/-M + y'=0; 
die letztere bedeutet geometrisch, dass die Ordinate des Krüm- 
mungsmittelpunktes JR gleich der Höhe CQ sein muss. 
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44. In welchen Punkten der auf rechtwinklige Coordinaten 
bezogenen und durch die Gleichung 

bestimmten Curve findet die stärkste oder schwächste Krümmung 
statt? 

Betrachtet man den reciproken Werth des Krümmungshalb- 
messers als Maass der Krümmung einer Curve, so handelt es sich 
um das Minimum öder Maximum von q\ hier tritt das erste ein für 

a; = ± -— » Q = al/6. 
1/3 

45. In welchen Punkten der logarithmischen Linie 

X 

y « 6e« 
findet die stärkste oder schwächste Krümmung statt? 
Die stärkste Krümmung tritt ein für 



"im) 



3^3 

1/2;- ^ = "^" 



46. In welchen Punkten der durch die Gleichung y = f{x) 
bestimmten Curve findet die stärkste oder schwächste Krümmung 
statt? / 

Die Coordinaten der gesuchten Punkte müssen den Beding- 
ungen y «= f{x) und 

3y/»-(i + yv"=o 

gleichzeitig genügen. 

47. Die Fusspunktcurve der Ellipse wird bekanntlich durch 
die Polargleichung 

ausgedrückt und besitzt im Falle a>6l/2 einen Wendepunkt, für den 

a-| /2a^- 

ist; bei welchem Achsenverhältnisse wird dieses 6 am kleinsten? 
Setzt man ( — ) = q und betrachtet q als unabhängige Ya- 

riabele, so wird für g^ = 2 + ]/3 d. h. für 

a = 26 C05 15®, 6 = 75® ein Minimum. 



/a«0^, ., . 2b« 
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48. Die gedehnte Epicjcloide hat (nach Seite 121) unter der 
Bedingung x2 

—rT<c<h 

a+ h 
einen Inflexionspunkt, dessen Wälzungswinkel durch die Formel 

(a + 2b)hc 
bestimmt ist; wie muss c gewählt werden, wenn dieses © seinen 
Maximal werth erreichen soll? 

Das Maximum tritt ein für 






tan^G) 




und zwar ist dann 

h + c' 

Dies giebt folgende Construction (Fig. 64). 
Ist OB der Radius des festen, BG der Halbmesser 
des beweglichen Kreises in seiner Anfangslage, so 
beschreibe man über BC als Durchmesser einen Halbkreis, lege an 
den bewegliehen Kreis von aus die Tangente OD, ziehe senkrecht 
zu BC die Gerade DE, welche den Halbkreis in F schneidet, und 
nehme auf OB die Strecke CA « CF] es ist dann Ä der be- 
schreibende Punkt. 

Wählt man zwei rationale Zahlen 
m und n <C ^m willkürlich und setzt 
a=w(w — w)(m — 2n), & = (m— w)w^, 
so erhält c den rationalen Werth 
m — 2n 



Fig. 65. 



: — w^ tan i 



CO s= 



49. In der o;«/- Ebene, welche man 
sich normal zur Ebene von Fig. 65 zu 
denken hat, ist um den Punkt C eine 
kleine Fläche beschrieben, und diese 
wird von einer Lichtquelle beleuchtet, 
welche in der a:^;- Ebene längs der Ge- 
raden AB verschoben werden kann; bei 

welcher Stellung der Lichtquelle erhält jene Fläche die stärkste 
Beleuchtung? 
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Bezeichnet X die Lichtmenge, welche auf die Fläche fallen 
würde, wenn die Lichtquelle in der Entfernung 1 senkrecht über 
der Fläche stände, so kann die Beleuchtung, welche die Fläche 
von derselben Lichtquelle erhält, wenn letztere sich in P befindet, 
nach dem Satze bestimmt werden, dass die Beleuchtung direct 
proportional ist dem Sinus des Einfallswinkels der Lichtstrahlen 
und umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung; für 
CM •« a-, MP « z ist sie demnach 

Xz 



Setzt man noch CA — a, LBÄX =» |3, so erhält man für x die 

Gleichung 

ic^— 1(3 + sin^ß)ax + a^sm^ß « 0; 

sie fuhrt zu folgender Construction: man nehme CD =^ \a und 
beschreibe aus D als Mittelpunkt mit dem Badius BC einen Ereis, 
welcher die Grerade-4J5in den gesuchten Punkten Pund P' schneidet. 

Errichtet man in P sowohl auf CP eine Senkrechte, welche 
die Äf- Achse in Q trifft, als auch auf AB eine Normale, welche der 
21- Achse in i2 begegnet, so ist CQ^ZCR und analog CQ^^3GB\ 

50. Die vorige Aufgabe werde dahin modificirt, dass sich die 
Lichtquelle P längs einer, durch die Gleichung 

z^y2hx 
gegebenen Parabel bewegt und dass die beleuchtete Stelle auf 
der Parabelachse um c vom Scheitel entfernt liegt. 
Das Maximum der Beleuchtung tritt ein fiir 



51. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der 
Parabel einen Kreis treten, dessen Gleichung 



ist, so ergiebt sich 

jS C 

52. Die Lichtquelle P bewege sich auf einer beliebigen, durch 
eine Gleichung von der Form ^^^ f(x) gegebenen Curve, die be- 
leuchtete Stelle C habe die Coordinaten OC ^ c und 0; man sucht 
wieder diejenige Lage von P, bei welcher die Beleuchtung von C 
ein Maximum oder Minimum wird. 
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Die Coordinaten des gesuchten Punktes bestimmen sich aus 
der Gleichung der Curve verbunden mit der Bedingung 

Legt man CD//OZ, bezeichnet mit Q den Durchschnitt von CD 
mit einer in P auf CP errichteten Senkrechten und nennt E den 
Durchschnitt von CD mit der durch P 
gehenden Curvennormale, so hat die 
obige Gleichung den geometrischen Sinn, 
dass CQ^3CB sein muss (Fig. 66J. 

53. Die Aufgabe 49 werde dahin 
verallgemeinert, dass die Gerade ^J? eine 
beliebige Lage im Baume erhält und 
demgemäss durch die beiden Gleichungen 

X « Mz + er, y '=^ Nz + h 
bestimmt wird; man sucht wieder die 
Stellung der Lichtquelle, für welche die C MX 

Beleuchtung der um C beschriebenen Fläche ein Maximum wird. 

Die Coordinaten von P bestimmen sich aus den Gleichungen 
der Geraden, verbunden mit der Bedingung 

2 {M^'+ N^ + 1)^^^ + (Ma + JV^6)£? « a^ + h^ 
Bezeichnet A die Horizontalspur der Geraden ÄB^ und wird auf 
der Strecke CA der Abschnitt CE >= \CA genommen, so ist P 
resp. P' der Durchschnitt von AB mit einem in der Ebene CAB 
liegenden Kreise, welcher E zum Mittelpunkte und EC zum Ra- 
dius hat. 

Legt man in der Ebene CPZ durch P eine zu CP senk- 
rechte Gerade, welche CZ in Q schneidet, und bezeichnet man 
femer mit B den Punkt, in welchem CZ von der durch P nor- 
mal zu AB liegenden Ebene geschnitten wird, so ist CQ^=^ 3CB 
und analog CQ^=3CB\ 

54. Ersetzt man in der vorigen Aufgabe die Gerade AB 
durch irgend eine gegebene Curve, deren Gleichungen 

X =^ q>(z) und y '==' i\>{z) 
sind, so erhält man die Bedingung 
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Der geometrische Sinn derselben ist, dass CQ '^ 3CB sein mnss^ 
wobei Q denselben Punkt wie vorhin bedeutet und B denjenigen 
Punkt, in welchem die durch P gehende Normalebene der Cnrve 
die Gerade CZ schneidet. 

55. Reciproke Maxima und Minima. Wenn zwischen 
drei Grössen a-, w, v eine Gleichung von der Form 

u — V *^ f(x) 
stattfindet und es frei steht, die eine oder andere der beiden 
Grössen u und v zu einer Constanten zu machen, so hat man bei 
constantem v die Gleichung w'— /^(äj), bei constantem u dagegen 
«;'= — /*'(x). Aus diesen Gleichungen geht unmittelbar hervor, 
dass einem MiniTniim oder Maximum von u ein Maximum oder 
Minimum von v entspricht, dass also zwei reciproke Sätze ent- 
stehen, wie sie in den folgenden Beispielen ausgesprochen sind. 

56. Die Grundlinie eines Rechtecks sei ^, seine Höhe /?, sein 
Umfang Z7, seine Fläche 7; wird femer das Verhältniss h : g mit 

X bezeichnet, so ist ^^^ / . x« 

Z7* ^ (1 + xY 

V X 

oder 

2ZCr- IV^U + 2l{\ + x)-lx. 

Diese Gleichung hat die in Nr. 55) erwähnte Form, und da die 
Function rechter Hand für a; — 1 ihren Minimalwerth erreicht, so 
lassen sich folgende zwei reciproke Sätze aufstellen: Unter allen 
Rechtecken von gleicher Fläche hat das Quadrat den kleinsten 
Umfang, und unter allen Rechtecken von gleichem Umfang hat das 
Quadrat die grösste Fläche. Dabei ist immer 17* — 16F; einem 
gegebenen F entspricht ^ — Ä « )/ F, bei gegebenem Z7 ist ^ « Ä = | F. 

57. Ein cjlindrisches Hohlmaass habe r zum Radius der Basis 
h zur Höhe, U zur Oberfläche, F zum Volumen; für — '=^ a; ist dann 

ü^ (1 + 2xf 

V'^'' x' ' 
Hieraus ergeben sich folgende Sätze: Unter allen cylindrischen 
Hohlmaassen von gleichem Fassungsraume hat dasjenige die kleinste 
Oberfläche, dessen Höhe gleich dem Basisradius ist, und unter 
allen cylindrischen Hohlmaassen von gleicher Oberfläche fasst das- 
jenige am meisten, bei welchem dasselbe Verhältniss zwischen Höhe 
und Basisradius stattfindet. 
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In allen Fällen ist Z7^«« 27717^; bei gegebenem 7 folgt 

dagegen bei gegebenem ü . 

58. Für einen allseitig geschlossenen Cjlinder mögen dieselben 
Beichniingen wie vorhin gelten; man gelangt dann zu folgenden 
Sätzen: Unter allen Cy lindern von gleichem Inhalte besitzt der- 
jenige die kleinste Oberfläche, dessen Höhe gleich dem Basisdurch- 
messer ist, und unter allen Cylindem von gleicher Oberfläche hat 
derjenige das grösste Volumen, bei welchem dasselbe Verhältniss 
zwischen Höhe und Basisdurchmesser stattfindet. 

Dabei ist immer U''=«547cF^ und, je nachdem F oder JJ 
als gegeben betrachtet wird. 



V'-Vh '-*-/£• 



59. Unter allen geraden Bjreiskegeln von gleichem Volumen 

hat derjenige den kleinsten Mantel, dessen Seite »» ^3 • r ist, wo r 

den Basisradius bezeichnet, und unter allen Kegeln von gleicher 

Mantelfläche besitzt derjenige das grösste Volumen, bei welchem 

die nämliche Gleichung stattfindet. 

271/3^ 
Zugleich ist immer 17* = — ~ — jtF*. 

60. Unter allen geraden Kreiskegeln von demselben Volumen 
besitzt derjenige die kleinste Gesammtoberfläche, dessen Seite gleich 
dem dreifachen Basisradius ist, und unter allen Kegeln von gleicher 
Oberfläche hat derjenige den grössten cubischen Inhalt, bei wel- 
chem zwischen der Seite und dem Basisradius dasselbe Verhältniss 
stattfindet. 

Zugleich ist in beiden Fällen Z7*=72jrF^ 

61. Ein Körper besteht aus einem geraden Kreiscylinder und 
einer daran gesetzten Halbkugel, deren ebene Fläche mit der 
einen ebenen Fläche des Cylinders zusammenfilUt; das Verhältniss 
der Cylinderhöhe zum Badius der Cylinderbasis sei r, ü die Ober- 
fläche, F das Volumen des Körpers. Bei constantem F ist dann 
XJ ein Minimum, bei constantem TJ dagegen F ein Maximum für 
a;«l und V^^^hitY^. 
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62. Ein Körper besteht ans einem geraden Kreiskegel und 
einer daran gesetzten Halbkugel, deren ebene Fläche mit der 
Kegelbasis zusammenfällt; das Yerhältniss der Kegelhöhe zum Radius 
der Halbkugel sei x, die übrige Bezeichnung wie vorhin; es ist 
dann , 

Z7» ^ 2+ y(i + xy 

Der Ausdruck rechter Hand wird ein Minimum, wenn 



x^+ 6x-2 -AYi + x^ 

vom Negativen durch Null ins Positive übergeht, was für positive 
X nur an der Stelle x — 1,1259832 der Fall ist. 

Bei constantem V wird demnach U für diesen Werth ein 
Minimum, bei constantem U dagegen V ein Maximum. 

§ 33. 
Maxima und Minima der Functionen mehrerer Variabelen. 

Wenn F{x^y^z...) zu einem Maximum oder Minimum gemacht 
werden soll, so kann man sich x^y^z,., als willkürliche Functionen 
einer neuen Variabelen t denken, und dann muss der Ausdruck 

dF dF dx dF dy dF^ dz^ 
'di^Jx' dt dy' dt dz ' dt '^ 

dx dy 
sein Vorzeichen ändern, während — » — etc. ganz willkürlicne 

dF ^ 

Grössen bedeuten. Falls -r- eine stetige Function ist, kann der 

dt 

Vorzeichenwechsel nur durch Null hindurchgehen und hierzu ge- 
hören die Bedingungen 

^F ^ dF ^ dF ^^ 

Um zu entscheiden, ob F durch die hieraus bestimmten Werthe 
von Ä", y, z etc. zu einem Maximum oder Minimum wird, muss zu- 

dt^ 

negativ oder positiv ausfällt. Sollte dieser Differentialquotient bei 
der genannten Substitution verschwinden, so müssen die höheren 
Differentialquotienten von F discutirt werden. 



nächst untersucht werden, ob -^ durch Substitution jener Werthe 
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Bei Functionen zweier Variabelen fiihrt die Untersuchung von 

d?F d F 

— -g- zu folgender Eegel: Die aus den Gleichungen -r— « und 
dt ex 

dF 

^r- — abgeleiteten Werthe von x und y müssen zunächst der 

dy 

Bedingung ,^ ^,^ ^ 

\dxdy) dx^ ' dy^^^ 
genügen und geben das Maximum oder Minimum der Function Fj 
je nachdem sie die Differentialquotienten 

d^F , d^F 

-— ^ und -T— ^ 

dx^ a/ 

gleichzeitig negativ oder positiv machen. Verschwinden dagegen 
d^F d^F d^F 



dx^ dy^ dxdy 
für jene Werthe von x und y, so verliert das angegebene Criterium 
seine Anwendbarkeit, und es ist dann am zweckmässigsten, aus 
der Natur der gestellten speciellen Aufgabe zu entscheiden, ob 
ein Maximum oder Minimum stattfindet. Dieselbe Bemerkung gilt 
for Functionen von drei oder mehr Variabelen und ebenso für 
den Fall, dass sprungweise Aenderungen der Differentialquotienten 
vorkommen. 

Beispiele und Aufgaben. 

1. Die Function 

F{x, y) « Ax^ + By^+ 2Cxy + 2Dx + 2Ey+K 
hat nur dann ein Maximum oder Minimum, wenn G^ — AB negativ 
ist; bei negativen A und B liefern die Werthe 

CE - BD CD-AE 

^^ AB-C^' -^ AB- C^ 
das Maximum, bei positiven A und B das Minimum der Function, 

2. Es sei , ^ , 

F{x, y) = xy {Ax +By- (7); 

die partiellen Differentialquotienten dieser Function verschwinden 
in folgenden Fällen 

SohlOmilch, Uebangsbach L 4. Aufl. 1^ 
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a;«0, 3^--^; a;--, y ^ 0-, 



x^O, 


y-0; 


C 


C 


c 


C 
^^ 3B 



Von diesen vier Werthepaaren liefern die drei ersten weder Maxima 
noch Minima; das letzte giebt das Maximum 

^(''^) = -2iS^- 

3. Eine gegebene Zahl soll derart in drei Theile zerlegt 
werden, dass das Product aus der m^®** Potenz des ersten, der 
w*®" Potenz des zweiten und der p^^ Potenz des dritten Theües 
ein Maximum wird. 

Nur bei positiven w, w, p existirt ein solches Maximum; die 
gesuchten Theile der Zahl c sind 

mc nc pc 

m + n+p m + n+p m + w+2? 
und das erwähnte Maximalproduct ist 

4. Von einem innerhalb des gegebenen Dreiecks ABC liegen- 
den Punkte sind auf die Dreieckseiten JBC, CÄ^ AB die Senk- 
rechten OP, OQ^ OR herabgelassen; man soll den Punkt so 
bestimmen, dass das rechtwinklige Parallelepiped aus den Kanten 
OP, OQ^ OR die kleinste Diagonale besitzt. 

Bezeichnet man die Dreieckseiten mit er, 6, c, die Senkrechten 
darauf mit x^ t/, g und mit J die Dreiecksfläche, so hat man den 

Ausdruck /2J-ax^byy 
x'+y'+[ ) 

zu einem Minimum zu machen; die hierzu nöthigen Werthe sind 
_ 2J'a 2J ' h __ 2J 'C 

Mittelst der Proportion 

X :y :z '^^ a:o: c 

wird man leicht eine Construction des Punktes finden. 

Derselbe ist übrigens der gemeinschaftliche Durchschnitt der- 
jenigen drei Geraden, welche die Mittelpunkte der Dreieckseiten 
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mit den Mittelpunkten der zugehörigen Dreieckhöhen verbinden. 
Die Seiten des Dreiecks PQB verhalten sich wie die Schwerlinien 
des Dreiecks ABC und stehen senkrecht auf den letzteren. 

5. Innerhalb des Dreiecks ABC soll der Punkt so bestimmt 
werden, dass das rechtwinklige Parallelepiped, welches die Ab- 
stände OP, OQ^ OB zu Kanten hat, die grösste Oberfläche besitzt. 

Behält man die vorige Bezeichnung bei und setzt zur Ab- 
kürzung 

2(ah + hc + ca) - (a«+ h^+ c^) « N, 

so erhält man die Werthe 

Der in das Dreieck ABC beschriebene Kreis berühre die Seiten 
BC^ CAy AB in den Punkten A^^ jBq, Cq\ es ist dann 

AB^^AC^^\{h + c-a)^ ao, 
BC^^BA^^\{c + a-l)^\, 
CA^^ CB^-\ia + 2, - c) ^ Co, 
wobei a^, 6q, (Jq zur Abkürzung dienen; die Proportion 

a? : «/ : ^ = «0 = ^0 • ^o 
lässt sich jetzt zur Construction des Punktes benutzen. Noch sei 
bemerkt, dass sich die Umfange der Seitenflächen des gesuchten 
Parallelepipedes wie die Dreieckseiten verhalten. 

6. Innerhalb des Dreiecks ABC soll der Punkt so bestinunt 
werden, dass das Parallelepiped aus den Kanten OP^ OQ, OB das 
grösstmögliche Volumen besitzt. 

^ Bei derselben Bezeichnung wie vorhin ergeben sich die Werthe 
^2J ^2J ^2J 
^"~ 3a' ^~" 3&' ^~" 3c' 
Der Punkt liegt demnach so, dass die Dreiecke BOC, COA^ 
AOB die gleiche Fläche ^J haben. Theilt man irgend eine Drei- 
eckseite in drei gleiche Theile und zieht durch jeden Theilpunkt 
eine Parallele zur nächstliegenden Seite, so schneiden sich diese 
Parallelen in dem gesuchten Punkte 0. 

7. In der Ebene des Dreiecks ABC soll der Punkt so be- 

i 2 8 

stimmt werden, dass AO + BO + CO seinen kleinsten Werth erhält. 

15* 
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Bezeichnet man die Dreieckseiten BC, CA^ AB mit a, &, c, 
die Gegenwinkel mit ci^ ß^ y und setzt J.0 — «*, LOAB^d^ so 
findet man für u und 6 die Bedingungsgleichungen 

3«* — ccosd + bcos(cc — 6), =» C5iw6 — 6sw(a — 6), 

deren Quadratsunmie giebt 

w = i yh^+ c^+ 2hccosa 
und analog ^ 



BO'^v = \yc^ + a^ + 2cacosß, C0^w^iya^ + h^+2ahcosy. 
Die Construction von w, i;, «<; liegt sehr nahe und zeigt, dass 
der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist. 

8. In der Ebene des Dreiecks ABC soU der Punkt so be- 
stimmt werden, dass die Summe a^AO + b^BO + CiCO^ worin 
öj, &i, Ci gegebene positive Factoren bedeuten, ihren Minimalwerth 
erreicht. 

Die vorige Bezeichnung beibehaltend, findet man die beiden 
Bedingungsgleichungen 

, ccosd — u . bcos(a —.6) — u 

O^b. c. ^^ ^ > 

d.h., wenn die Verlängerung von AO mit Oi bezeichnet wird, 

a — by^cosBOL + c^cosCOL^ 

O'-^b^sinBOL — c^sinGOL. 

Eliminirt man hieraus einmal c^, das andere Mal &^, so folgt 

a^ : &! : Cj = sinBOC : svnCOA : sinAOJ?, 
oder wenn 

gesetzt wird , ... 

% : 0^ : Ci «■ SMö : sinx : s««©, 

<y + r + © - 180^. 

Die Hilfswinkel <y, r, © bilden demnach die Winkel eines Dreiecks, 
dessen Seiten «j, ft^, c^ oder diesen Grössen proportional sind; die 
Möglichkeit des Punktes setzt die Möglichkeit dieses Dreiecks 
voraus. 

Um hiemach den Punkt zu construiren, beschreibt man 
über den Dreieckseiten BC^ CA^ AB ^^ Sehnen genommen, Kreis- 
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bögen, in denen die Winkel 180® --<y, 180®— r und 180®— co 
Peripheriewinkel sind; der gemeinschaftliche Durchschnitt dieser 
Kreisbögen ist der Punkt 0. 

In dem einfachsten Palle a^ -« ft^ — c^ wird (y«.T = a)==60® 
und jeder der Winkel BOC, COA^ AGB beträgt dann 120®. Pur 
^1 = ö, ^1 ™ &j Cj «= c werden <y, t, o identisch mit den Winkeln 
€t^ ß^ y und der Punkt ist dann der Durchschnitt' der Höhen 
des Dreiecks ABC, 

9. Auf den Seiten J?C7, CA, AB eines gegebenen Dreiecks 
sind die Punkte ?7, F, W willkürlich gewählt und zu einem Drei- 
ecke TJYW verbunden worden; man verlangt eine solche Wahl 
von C/*, F, TF, dass der Flächeninhalt des Dreiecks TJVW ein 
Minimum werde. 

Benutzt man die in der Trigonometrie übliche Bezeichnung und 

setzt BU^Xj CY=^y^ AW^z^ so erhält man die Bedingungen 

ysmC + zsinB =• csinB^ 

zsinA + xsinC ''^ asinC^ 

xsinB + ysinA^ hsinA^ 

aus denen hervorgeht, dass Z7FTF die Mittelpunkte der Seiten jBC, 
CA, AB sind. 

10. Die Punkte 17, F, W mögen wie vorhin einstweilen be- 
liebig gewählt sein; man verlangt dagegen, dass der Umfang des 
Dreiecks ein Minimum werde. 

Setzt man zur Abkürzung FTF=w, lFl7=t;, UV^w, so 
erhält man die Bedingungen 

X — (c — z) cosB a — X — ycosC 

V w 

y — (a — x)cosC _^'b — y — zcosA 

w u 

z — (h — y)cosA c — z — xcosB 

U V 

welche geometrisch bedeuten, dass 

LBUW^ LCUV, LCVU^ LAVW, LAWV-^ LBWU, 
sein muss. Hieraus ergiebt sich weiter 

LBUW^ A, LCVU^B, LAWV-^ C; 
die Punkte Z7, F, W sind folglich die Pusspunkte der Höhen des 
Dreiecks ABC. 
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11. Um den gemeinschaftlichen Mittelpunkt sind mit den 
Radien a, h^ c drei Kreise heschrieben; auf der Peripherie des 
ersten Kreises ist der Punkt X willkürlich gewählt, ebenso auf 
dem zweiten Kreise F, auf dem dritten Z; es sollen nun diejenigen 
X, r, Z ermittelt werden, für welche die Fläche des Dreiecks 
XYZ ihren Maximalwerth erreicht. 

Bezeichnet man wie folgt 

LYOZ^^, LZOX^ri, LXOY^i^27C-(^ + ri), 
so erhält man als Dreiecksfläche 

^ [ besing + ca sini^ — ah sin (S + i?) } 
imd hieraus die Bedingungen 

cos^ cosri cosi 
a b c 

Der gemeinschaftliche Werth der drei unbekannten Quotienten sei 
— ; es bestimmt sich dann u durch die cubische Gleichung 

ti»- (a«+ &^+ c^)u - 2abc - 0, 
und nachher finden sich §, iy, f mittelst der Formeln 

. a ^ e. ^ 

u ' u u 

Die obige cubische Gleichung besitzt drei reelle Wurzeln, und es 
ist daher zu untersuchen, ob jede oder nur eine derselben eine 
Lösung der Aufgabe liefert. 

12. Die Punkte XYZ mögen wie vorhin gewählt sein, da- 
gegen verlangt man, dass der Umfang des Dreiecks XYZ ein 
Maximum werde. 

Versteht man unter S, i?, f dieselben Winkel wie vorhin und 

unter ar, y, z die Dreieckseiten FZ, ZX, XF, so erhält man die 

Bedingungen . . . . ... 

cstn^ __ astng csintj bsmg 

X z y z 

aus denen hervorgeht, dass der Mittelpunkt des dem Dreiecke 
XYZ eingeschriebenen Kreises sein muss. Der Badius des letz- 
teren heisse r; die vorigen Bedingungen lassen sich dann in fol- 
gender Form schreiben 

acosl =» bcosri =» ccosi = — r. 
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Für r erhält man eine cubische Gleichung, welche der in Nr. 11 
vorkommenden ähnlich wird, wenn man ihr folgende Gestalt giebt 



nachher ist 






oder 



r r r 

a ' b c 

13. Um den gemeinschaftlichen Mittelpunkt hat man mit 
den Badien a, h^ c Kreise beschrieben und an jeden der letzteren 
eine Tangente gelegt; diese Tangenten mögen sich in den Punkten 
X, r, Z schneiden. Es soll nun die Fläche des Dreiecks XYZ 
zu einem Minimum gemacht werden. 

Wenn die gegebenen Kreise die entsprechenden Seiten YZ, 
ZX, XY berühren, so ist nach der in der Trigonometrie üblichen 
Bezeichnung die Fläche des Dreiecks gleich 

(asinX+bsinY+csin^> ^^ Z = «-(X+r). 
2stnXsinYsinZ ^ ^ 

Eieraus ergeben sich die Bedingungen 

asinX^ 6sm(2Z+ Y) + c5m(X+ Y\ 
hsinY^asin(X+ 2Y) + csin(X+ T), 

cosX __ cosY cosZ 
a h c 

Nennt man — den gemeinschaftlichen Werth dieser Quotienten, 

^ ist ^8_ («8+^2+ c')u - 2ahc « 

und nachher , 

(Z c 

cosX=^—i cosY^—1 cosZ^ — 
u u u 

14. Die Punkte X, F, Z mögen wie vorhin entstanden sein, 
dagegen verlangt man, dass der Umfang des Dreiecks XYZ ein 
Minimum werde. 

Der Umfang des fraglichen Dreiecks ist 

(h + c)cot^X+ (c + a)cot\Y+ (a + lf)cot\Z, 

Z^7t-(X+Yy, 

er wird ein Miniirmm unter den Bedingungen 

h + c c + a a + h 

sin^X ■" s^n^Y ^ sin^^Z ' 
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Setzt man 



Vm- 



Vc + a^b,, Va + h^c^ 



und den gemeinschaftlichen Werth der vorigen drei Quotienten 
«=» t;*, so erhält man fOr t; die cubische Gleichung 

und nachher 



sin jX ■ 



V ^ V 



sin^Z^^-^' 



Fig. 67. 



15. In der Horizontalehene ABC (Fig. 67) ist um den Punkt 
C eine kleine Fläche beschrieben, und diese wird von einer Licht- 
quelle P beleuchtet, welche sich in der festen Ebene ABB be- 
wegen lässtj bei welcher Lage von 
P erhält jene Fläche die stärkste 
Beleuchtung? 

Für CA^a,CB^h,CB^h 
und wenn GA^ CB^ CD als Co- 
ordinatenachsen genonmien werden, 
ergeben sich die Bedingungen 

"'('-j-f)'-''-»' 




■'■■<-M)-"K-M} 



Diesen entspricht folgende Con- 
" ' struction: man lege die Gerade GF 

senkrecht zur Horizontalspur AB der gegebenen Ebene und con- 
struire in der Ebene BCF einen Kreis, welcher die Gerade CD 
in C berührt und \CF zum Eadius hat; dieser Kreis schneidet 
die Gerade D-F in den gesuchten Punkten P und P'. 

Legt man in der Ebene BCP durch P senkrecht zu CP eine 
Gerade, welche CB in Q schneidet, und construirt man femer in 
P die zur Ebene ABB gehörende Normale, welche CB in B triffb, 
so ist CQ'^^CR und analog CQ^ -^ ZGB!. 

16. Die vorige Aufgabe werde dahin verallgemeinert, dass der 
Punkt C auf der x- Achse eines rechtwinkligen Coordinatensystemes 
der OX, OT^ OZ m der Entfernung OC ^ c liegt und dass sich 
die Lichtquelle auf einer durch die Gleichung — f(x^ y) bestimmten 
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Fläche bewegt; man sucht wieder das Maximum der Beleuchtung 
der kleinen um C in der icy- Ebene beschriebenen Fläche. 

Die Coordinaten von P bestimmen sich aus der Gleichung der 
Fläche verbunden mit den beiden Bedingungen 

, dz , de 

dx dy 

Zieht man CBl/OZ und legt in der Ebene DCF durch P 
senkrecht zu CP eine Gerade, welche CD in Q schneidet, so be- 
deuten die obigen Bedingungen, dass die durch P gehende Nor- 
male der Fläche gleichfalls die Linie CD in einem Punkte B 
schneidet und dass CQ — 3 CB ist. 

17. Eeciproke Maxima und Minima. Wenn eine 
Gleichung von der Form 

stattfindet und es frei steht, die eine oder andere der beiden Grössen 
M und V constant zu nehmen, so liefern diejenigen Werthe von 
ar, y, £r, . . ., welche F{x^y^z ,. .) zu einem Maximum oder Minimum 
machen, einerseits das Maximum (resp. Minimum) von u bei con- 
stantem v^ andererseits das Minimum (resp. Maximum) von v bei 
constantem u, 

18. Aus einem Rechtecke und einem daran gesetzten gleich- 
schenkligen Dreiecke ist ein Fünfeck construirt; die gemeinschaft- 
liche Basis des Eechtecks und des Dreiecks sei 2^, die Rechtecks- 

h h 

höhe Ä, die Dreieckshöhe Ä,, femer — « ä", — ^y. endlich U der 

9 9 

Umfang, V der Flächeninhalt des Fünfecks; es ist dann 



ü^ ^ (l + x+Vl + y^y 
V 2x + y ' 

oder 

21U- IV^ U + 2l{l + x + Vi + y^) -l(2x + y). 

Das Minimum der Function rechter Hand tritt ein, wenn die beiden 
Bedingungen 
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1 1 

-0, 

= 0, 



■l + x+Vl + y* 2a:+y 
2 y 1 



l + x+Yl + y^ Yl + y^ 2a; + «/ 
erfüllt sind. Aus der ersten folgen die Belationen 

^ 2(cD-l) ' ^^^^ 2(x-l) 

nachher liefert die zweite Bedingungsgleichong die Werthe 

a; — 1, « — 1 ± —=i 

von denen zwei unbrauchbar sind, weil y einen positiven endlichen 
Werth erhalten soll. Für 
1 



wird nun U ein MinimuTn bei constantem 7, und umgekehrt Fein 
Maximum bei constantem U. 

19. Ein Körper bestehe aus einem geraden Kreiscylinder und 
einem darauf gestellten geraden Kreiskegel, dessen Basis mit der 
einen ebenen Mäche des Cylinders zusammenfällt; der Cylinder 
habe den Eadius r und die Höhe h, der Kegel die Höhe \\ es 

sei — =« o;, -i = y^ die Oberfläche des Körpers — Z7, sein Volumen 

= F; man hat dann 



£^_„ {l+2x+Vl + y*y 
7* ""* {3x + yy 

Hieraus ergiebt sich, dass die Werthe 

das Minimum von U liefern bei constantem F und zugleich das 
Maximum von F bei constantem U. 

20. An die eine ebene Endfläche eines geraden Kreiscylinders 
ist eine Halbkugel, an die andere ein gerader Kreiskegel angesetzt; 
bei derselben Bezeichnung wie vorhin ist dann 



^_ (2 + 2a;+>/l + yy 
F« ""'''' (2 + Sx + yy 
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Hieraus folgt, dass die Werthe 

1 2 ,/r-r-i 3 

''"W '^W ^'^' VE 
das Minimnm von U liefern bei constantem V und zugleich das 
Maximum von V bei constantem ü. 



§ 34. 
Maxima und Minima mit Nebenbedingungen. 

I. Wenn F(x^ y) zu einem Maximum oder Minimum gemacht 
und dabei die Bedingimg (p (x^ y) ^ erfüllt werden soll, so könnte 
man aus der letzten Gleichung y als Function von x entwickeln 
und diesen Werth in F(x^ y) substituiren, so dass man es nur 
noch mit einer Function der einen unabhängigen Variabelen x zu 
thun hat; meistens ist es aber besser, sowohl F(Xj y) als die Ba- 
dingungsgleichung zu differenziren, wobei y als implicite Function 

dy 
Yon X ffüt, imd nachher -7- zu eliminiren. Man erhält dann zwei 

° ' dx 

Gleichungen mit den beiden Unbekannten x und y. 
1. Auf dem positiven Quadranten der Ellipse 

= 1 



©+(!) 



soll der Punkt xy so bestimmt werden, dass die Fläche des Recht- 
ecks aus X und y am grössten ausfällt. 
Es ist hier 

F{x,y)^xy, -j^^x- + y^O 

und zufolge der EUipsengleichung 

dy h^x 

dx a^y^ 

nach Substitution dieses Werthes in die vorige Gleichung hat man die 
beiden Gleichungen 



und erhält daraus 



rc^ , ^^ ^ x^ _y^ 



-4.^ = 1 -, 



a b 



Das Maximimi von xy beträgt hiernach ^ ah. 
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2. An die vorige Ellipse ist im Punkte xy eine Tangente ge- 
legt, welche die Coordinatenachsen OX und OY in den Punkten 
TJ und V schneidet; man soll den Berührungspunkt so bestimmen, 
dass die Diagonale des Rechtecks aus OU und OY ihren Minimal- 
werth erreicht 

Es handelt sich hier um das Minimum von 

dieses tritt ein für 

wonach der Punkt xy derselbe ist wie in Nr. 33, § 32. Das 
Minimum der Diagonale beträgt a + fe. Bezeichnet S den Mittel- 
punkt und zugleich den Schwerpunkt der Geraden UY^ so gelten 
die obigen Formeln auch für das Minimum von O/S, das also dem 
arithmetischen Mittel aus a und h gleichkommt. 

3. Man verlangt den kleinsten und grössten Radiusvector, 
d. i. die Halbachsen einer centrischen Linie zweiten Grades, 
welche durch die Gleichung 

, ^. ... Ax^ + By^+2Cxy^K 

bestmamt ist. 

Unter Voraussetzung eines schiefwinkligen Coordinatensystems, 

dessen Coordinatenwinkel y ist, hat man 



F(x, y) == yx^ +y'^+ 2xy cosy « r, 

— 1-— ".--^ 

X + y cosy -^ (jy + X cosy) — ^ 0\ 

CvX 

aus der Gleichung der Curve ergiebt sich femer 

Äx + Cy+{By+ax)^^0 
und mit dem Vorigen zusammen 

{y + x cosy) (Ax + Cy) — {x + y cosy) (By + Cx) = 0. 
Nimmt man hierzu die Gleichung der Curve in der Form 

x{Ax + Cy) + y(By + Cx)^K 
und setzt für den Augenblick 
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Äx + Cy = u^ By + Cx ^ v^ 
so erhält man für die Unbekannten u und v die Werthe 
K{x '\' y cos y) K(x + y cos y) 

x^ + y^+ 2xy cosy r* 

__ K{y + X cosy) K(y + x cosy) 

x^+y^+ 2xy cosy r^ 

Nach Restitution von Ax + Cy für w und von By + Cx für v 
entstehen die Gleichungen 

{Är^ -K)x + {Cr^ - Kcosy) y ^ 0, 

{Cr^ - Kcosy) x + {Bt^ -K)y -0, 

aus welchen durch Elimination von x oder y folgt 

{Ar^ - K) {Br^ - Z) - {Gr^ - Kcos yf « 
(^AB - C2)r*- (A+B- 2Ccosy)Kr^ + K^sin^'y - 0. 
Diese Gleichung bestimmt die Maximal- und Minimalwerthe von r. 
Für C* — AB <iO sind alle vier r reell und zu je zweien ent- 
gegengesetzt gleich; für C^ — AB > giebt es nur zwei reelle 
einander entgegengesetzte r, 

4. Von einem gegebenen Punkte aß soll die kürzeste oder 
längste Linie nach einem Punkte xy der Parabel gezogen werden, 
welche durch die Gleichung g 

X 

bestimmt ist. 

Man hat in diesem Falle die Gleichungen 

welche geometrisch bedeuten, dass die gesuchten Geraden normal 

zur Parabel liegen. 

. X dy 

Die erste Gleichung wird durch Substitution von - statt —- 
, V c ax 

cix — a) 

tmd wenn man den unbekannten Werth beider Seiten dieser Gleichung 

mit u bezeichnet, so ist 

ca 
a? = ? y^ß — u 

und vermöge der Parabelgleichung 

ca^ 

ß-^ + \'7 N2- 
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Fig. 68. 



Aus den Formeln f&r x und y geht hervor, dass x und y 
ebenso viel reelle Werthe haben, als die vorstehende cubische 
Gleichung reelle Werthe von u liefert. Um hierüber unabhängig 
von der Theorie der cubischen Gleichungen zu entscheiden, be- 
trachte man die allgemeinere Gleichung 

als Gleichung einer in rechtwinkligen Coordinaten u und v aus- 
gedrückten Curve und untersuche deren Verlauf nach den ge- 
wöhnlichen Regeln. Man findet, dass diese Curve aus zwei ge- 
trennten Zweigen besteht (Fig. 68), deren erster von t* = — oc, 

t7=a — QO bis w — c, t7 — +CX) 
nur steigt, also bei OC=c eine 
verticale Asymptote OC' hat, wäh- 
rend der zweite einen unteren Cul- 
minationspunkt E besitzt, dessen 
Coordinaten sind 

Die Frage, wann t; — jS wird, 
ist nun einerlei mit der Frage, 
wie viel Punkte eine in der Höhe ß parallel zur Abscissenachse 
gelegte Gerade mit der betrachteten Curve gemein hat; dann lehrt 
aber ein Blick auf die Figur, dass die Anzahl der gemeinsamen 
Punkte 1, 2 oder 3 beträgt, je nachdem ß kleiner, gleich oder 
grösser als DE ist. Die obige cubische Gleichung für u besitzt 
demnach 1, 2 oder 3 reelle Wurzeln, je nachdem 




oder 



ist. 



27c«*^8(/S-c)^ 



Geometrisch bedeutet diese Unterscheidung, dass von dem 
Pu^kte aß eine, zwei oder drei Normalen zur Parabel gezogen 
werden können, je nachdem jener Punkt ausserhalb, auf oder 
innerhalb der Parabelevolute liegt. Im letzten Falle verschwindet 
die algebraische Summe der Abscissen der drei Parabelpunkte, 
nach welchen die Normalen gehen, was ein einfiaches Mittel giebt, 
um zu zwei solchen Normalen die dritte zu construiren. 



\ 
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5. Durch einen gegebenen Punkt aß soll die kürzeste oder 
längste Gerade nach einem Punkte der Ellipse gezogen werden, 
welche durch die Gleichung 

bestimmt ist. 

Die gesuchten Linien sind die durch den Punkt ccß gehenden 
Normalen der Ellipse; die Coordinaten ihrer Endpunkte müssen 
ausser der Ellipsengleichung noch folgender Bedingung genügen 
g^a?-«) ^ h\y-ß) 
X y 

Bezeichnet man mit u den unbekannten gemeinschaftlichen 
Werth dieser Quotienten, so hat man 



6«-' 



und vermöge der Ellipsengleichung 



+ 



6^/3« 



-=1. 



Jede reelle Wurzel dieser biquadratischen Gleichung liefert ein 
reelles x und ein reelles y\ es giebt daher so viel Normalen durch 
den Punkt ctß^ als die vorliegende Gleichung reelle Wurzeln besitzt. 
Um die Anzahl derselben rasch zu finden, betrachte man die 
allgemeinere Gleichung 

als Gleichung einer auf rechtwinklige Coordinaten u und v be- 
zogenen Curve. Letztere besteht aus drei getrennten Zweigen 
(Fig. 69); der erste Zweig Fig. 69. 

hat die Abscissenachse zur B' 

horizontalen Asymptote und 
steigt bis zu einer in der Ent- 
fernung OB ^b^ liegenden 
verticalen Asymptote J?jB'; , 

der zweite Curvenzweig geht i ^ 

von der Asymptote BB^ bis 5~B S A^ U 

zu der in der Entfernung OÄ = a* parallelen Asymptote ÄÄ^ und 
besitzt einen unteren Culminationspunkt JB, dessen Ordinate JDE^^ 
durch die Formel 
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(c->/a*-6») 

bestimmt ist; der dritte Zweig geht von der verticalen Asymptote 
AAl abwärts und nähert sich der Abscissenachse als seiner Asymp- 
tote. Die Frage, wann v « 1 wird, ist nun einerlei mit der Frage, 
in wie viel Punkten eine in der Höhe 1 parallel zur Abscissen- 
achse gelegte Gerade die Curve schneiden wird; man übersieht 
augenblicklich, dass zwei, drei oder vier , Durchschnitte entstehen, 
je nachdem 1 kleiner, gleich oder grösser als \k ist. Demnach 
besitzt die biquadiatische Gleichung fiir u zwei, drei oder vier 
reelle Wurzeln, je nachdem 

ist, und es gehen also durch den Punkt u^ zwei, drei oder vier 
Ellipsennormalen, je nachdem dieser Punkt ausserhalb, auf oder 
innerhalb der Ellipsenevolute liegt. 

6. Man soll die analoge Untersuchung für die Hyperbel aus- 
fahren, bei welcher ein ganz ähnliches Resultat zum Vorschein 
kommt. 

II. Wenn ^(a;, y^ z) so zu einem Maximum oder Minimum 
gemacht werden soU, dass die Bedingung tp (ä?, y^ e) ^ erfüllt 
bleibt, so hat man es mit einer Function von nur zwei unab- 
hängigen Variabelen ä-, y zu thun, da e eine implicite Function 
von X und y ist. Mit Rücksicht hierauf bildet man die partiell 
nach X und y genommenen Differentialquotienten von i^, ebenso 
die von g), und eliminirt die hierbei vorkommenden Differential- 

dz dz 

quotienten — - und -— ; man erhält dann drei Bedingungsgleich- 

ox dy 

ungen far o;, y und z, 

7. Auf dem positiven Octanten des Ellipsoids 

soll der Punkt xyz so bestimmt werden, dass der Inhalt des 
rechtwinkligen Parallelepipeds aus x^y^z am grössten ausfällt. 

Es ist hier F{x^ y, z) = xyz^ 
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dz c^x dz <?y 

dx a^z' dy'^^hh' 

substitnirt man diese Werthe in die zwei vorhergehenden Gleich- 
ungen und beachtet, dass a; **= und y ^ Minima geben, so er- 
hält man 

a h c 

1/3 1/3 VS 

Das Maximum von xyz beträgt — =• 

8. An das vorige Ellipsoid ist im Punkte xyz eine Be- 
rührungsebene gelegt, welche die Coordinatenachsen OX, OY^ OZ 
in den Punkten U^ F, W schneidet; man soll den Berührungspunkt 
so bestimmen, dass die körperliche Diagonale des Parallelepipeds 
aus OCT, OV^ OW ihren Minimalwerth erreicht. 

Es handelt sich hier um das Minimum von 



^ , . «' , ^' _!_ ^' 



dieses tritt ein für 



Va + l^-c' y''Va+\ + c' "^Va 



+ l> + c 

Das Minimum der Diagonale beträgt a + h + c. 

Bezeichnet S den Schwerpunkt der Fläche des Dreiecks UVW^ 
so gelten die obigen Formeln auch für das Minimum von OS^ das 
also dem arithmetischen Mittel aus öf, &, c gleichkommt. 

• 9. Auf dem vorigen Ellipsoide sucht man denjenigen Punkt 
j!yz, für welchen die Fläche des Dreiecks UVW am kleinsten wird. 

Giebt man der Ellipsoidgleichung die Form 

Äx^ + By^+Cz^^l, 
so handelt es sich um das Minimum von 

F{xy y, z) =* ö-^-g ; 

aF dF 

die Bedingungen r— — und -r— = führen zu den Gleichungen 
ex cy 

SchlOmilcb, Uebtingsbuch L 4. Aufl. 16 
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By^ (BY + A^x^) « Cz^ {Ch^ + Ä^x% 
die sich symmetrisch schreiben lassen 

Äx^ ^ By^ Cz^ 

Bezeichnet T den gemeinschaftlichen Werth dieser drei Quotienten, 

so ist 

B^y^+C^z^«^TAx\ 

C^z^+A^x^'^TBy^ 

A^x^+B^'^TCz^, 

man hat demnach, mit der Ellipsoidgleichung zusammen, vier 
Gleichungen zwischen den Unbekannten x, y, z^ T. Die Summe 
der letzten drei Gleichungen liefert 

subtrahirt man hiervon der Reihe nach jene drei Gleichungen, so 
erhält man 



"Y 2A{T+Ay ^^y 2B{T + By 'Vl 



2C{T + Cy 

endlich wird durch Substitution dieser Ausdrucke in die vorher- 
gehende Gleichung 



T+A ' T+B ' T+C 
oder 

T^-{BC+CA + AB)T-2ABC'^0. 

Nur die einzige positive Wurzel dieser Gleichung ist hier brauch- 
bar; die vorhergehenden Formeln bestimmen dann a?, y, z. 

Als Minimum der Dreiecksfläche ergiebt sich der Werth 



iV/('+l)('+l)('+l> 

10. Unter Voraussetzung positiver A^ B^ C sei die Gleichung 
einer Fläche 



2. 2. 2. 

.8 



Ax^+By^ + Cz'^'^l, 

man sucht wie vorhin das MiniimiTn der Dreiecksfläche, welche 
von den Spuren der Berührungsebene eingeschlossen wird. 
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Es ist hier 

F(x, y, z) = A^(yzy+B\zxy + C'\xy)\ 
und daraus ergeben sich die Bedingungen 

X ' 1 X 

(jB»- C^)x^ + A^By^ --A^Cz^ = 0, 

man hat also zusammen drei Gleichungen, die in Beziehung auf 

XXX 
a;^, y', z^ linear sind. Mit Hilfe der Abkürzungen 

A'^B^+C^-A^, 

B'-^C^ + A^'-B^, 

i) = 2 (J?»C» + C^A^ + A^B^) - (4« + B^+ C«) 
findet man 

«-l/(^)' -i/m* -i/(^T 

und als Minimum der Dreiecksflache UVW 



VB'C'+C'A' + A'B! 1 



22) 21^2) 

Ertheilt man der Flächengleichung die Form 

{ax)^ + (hyy + {czy ^ Jc^ 

und versteht unter a, fe, c, k positive lineare Constanten, so er- 
hält man als MiTiiTn-mn 

_1 J^ 

worin A die Fläche des aus den Seiten a, &, c construirten 
Dreiecks bezeichnet. 

11. Man verlangt den kleinsten und grössten Badiusvector einer 
centrischen Fläche zweiten Grades, welche durch die Gleichung 

Ax^ + By^ + Cz^+2Dyz + 2Ezx + 2Fxy = K 

bestimmt ist. 

Da hier F(x^ y, z) = Yx^ + y^+ z^'^ r zu einem Maximum 
oder Mininrnm gemacht werden soll, so müssen erstens die Gleich- 
ungen gelten 

16* 
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. ^^ ^ . ^« ^ 

a: + .^«0, y + ^^-0; 

ferner erhält man aus. der Gleichung der Fläche, wenn die Ab- 

Ce+Ex+Dy-^fv 

dz u de V 



eingeführt werden, 
also zusammen 



dx iv dy w 



U V w 
X y e 

Wie man sieht, ist diese Aufgabe die nämliche, welche schon in 
§ 23, Nr. 6 gelöst wurde. Benutzt man wieder die Zeichen 

, EF ,^ ^ FB ^^ ^ DE 
L^Ä-—. M^B^—. N^C^—. 

so erhält man zur Bestimmung der gesuchten Werthe von r die 
folgende Gleichung sechsten Grades 

EF r^ FD r^ DE r« 



D K-Lr^ ' E K-Mr^^ F K-Nr^ 

12. Von einem gegebenen Punkte aßy soll die kürzeste oder 
längste Gerade nach einem Punkte xyB des elliptischen Fara- 
boloides gezogen werden, dessen Gleichung ist 

'-r.+t' ("<')■ 

Die Bedingungsgleichungen für den Eintritt des Maximums 
oder Minimums von 



F{x,y,z)-V{x^ay+{y^ff+{e^yf 
sind hier . \ i r ov 

— :;;: — — z — ■" y "~ ^) 

X y 

oder, wenn u den gemeinschaftlichen Werth dieser drei Ausdrücke 

bezeichnet, 

a; « ? ^ = 7 — —^ ß'^y — u. 

a — u — u 

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung der Fläche, so 
erhält man für u die Gleichung fünften Ghrades 
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die sich zwar algebraisch nicht auflösen lässt, für welche aber 
doch die Bedingungen angegeben werden können, unter denen sie 
eine, zwei, drei, vier oder fünf reelle Wurzeln besitzt« 
Man betrachte nämlich die allgemeinere Qleichung 

als Gleichung einer auf rechtwinklige Coordinaten u und v be- 

zogenen ebenen Curve und untersuche mit Hilfe von ^r- = v' und 

cPv ^^ 

—— B=: v" den Verlauf dieser Linie. Man findet, dass dieselbe aus 

du^ 

drei getrennten Zweigen be- 
steht; der erste Zweig steigt 
von M « — oc, 17 «= — 00 bis 
u=^ a^ t; = + 00, und hat 
bei 0^ = a (Fig. 70) eine 
verticale Asymptote AÄ'] der 
zweite Zweig geht von dieser 
Asymptote abwärts, dann wie- 
der aufwärts bis zu einer zur 
Abscisse OB ^h gehörenden zweiten Asymptote BB^\ der dritte 
Zweig geht von dieser Asymptote abwärts und steigt späterhin 
wieder bis w « oo, v = oo. Die Curve besitzt demnach zwei 
untere Culminationspunkte B und F^ deren Coordinaten ^, ^^ und 
Xg, fig heissen mögen und zwar so, dass die grössere der beiden 
Ordinaten CD und EF mit ^ bezeichnet wird. Nun sind A^ und 
Aj die beiden einzigen reellen Wurzeln der Gleichung 

-2 6j5« 




0«1 + 



aa" 



:+ 



{a - kf ^ {b- xy 
clie beiden zugehörigen n bestimmen sich durch die Formel 
, , ,( aa' , hß' ] 

Eine in der Höhe t; = y parallel zur Abscissenachse gelegte Ge- 
rade hat mit der obigen Curve einen, zwei, drei, vier oder ftlnf 
Punkte gemein, je nachdem 
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7 < f*ii y f*n (h<r<tHi y^ihi (H<y 

ist, und die Gleichung fünften Grades für u liefert, diesen Fällen 
entsprechend, eine, zwei, drei, vier oder fünf reelle Wurzeln. Da- 
mit ist die Anzahl der in jedem Falle möglichen Auflösungen, 
d. h. die Anzahl der Normalen bestimmt, welche von dem Punkte 
aßy auf das elliptische Faraboloid herabgelassen werden können. 

13. Man soll die analoge Untersuchung für das hyperbolische 
Faraboloid ausfahren. 

14. Von einem gegebenen Funkte aßy soll die längste oder 
kürzeste Gerade nach einem Funkte xyz des Ellipsoides gezogen 
werden, dessen Gleichung ist 

x^ «/* 2^ 

.-f+f. + ,l-l> (.a<l><c). 

Die Bedingungen für den Eintritt des gesuchten Maximums 
oder Minimums sind hier 

xyz 

oder, wenn u den gemeinschaftlichen Werth dieser Quotienten 
bezeichnet, 

a^a h^ß (?y 

Für II erhält man die Gleichung sechsten Grades 
a^a^ h^ß^ (^y^ 

Um die Anzahl ihrer reellen Wurzeln zu ermitteln, betrachte 
man die Gleichung 

als Gleichung einer ebenen Curve und untersuche den Verlauf 
der letzteren. Die Curve besteht aus vier getrennten Zweigen 
(Fig. 71) mit drei verticalen Asymptoten in den Entfernungen 
OA = a^, OB = 6^, OC ^ c^ und mit zwei unteren Culminations- 
punkten E und G^, deren Coordinaten X^, {i^ und A^, ^ heissen 
mögen , wobei f*2 > f*i vorausgesetzt wird. Die Abscissen X^ und 
Ag sind die beiden einzigen reellen Wurzeln der Gleichung 
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h^ß^ 



cy 



— 0, 



und die zugehörigen fi bestimmen sich durch die Formel 
a^a^ t*/3« cV* 

Eine in der Höhe v =^1 parallel zur Abscissenachse gelegte Ge- 
rade hat nun mit der betrachteten Curve zwei, drei, vier, fünf 
oder sechs Punkte gemein, je nachdem 

ist und die bicu- 
bische Gleichung 
für u liefert, diesen 
Fällen entsprech- 
end, zwei, drei, vier, 
fünf oder sechs reel- 
le Wurzeln. Da- 
mit ist die Anzahl 
der in jedem Falle 
möglichen Auflösungen, d. h. die Anzahl der Normalen bestimmt 
welche von dem Punkte aßy auf das Ellipsoid herabgelassen 
werden können. 

15. Man soll die analoge Untersuchung für das einfache 
Hyperboloid ausführen. 

16. Es wird eine gleiche Untersuchung über das getheilte 
Hyperboloid verlangt. 

17. Zwei Parabeln sind gegeben durch ihre Gleichungen 




2a 



2feS; 



man soll auf der ersten Parabel den Punkt P, auf der zweiten 
den Punkt 11 so bestimmen, dass die Entfernung PJT ein Maxi- 
mum oder Minimum wird. 

Nimmt man x und ^ als unabhängige Yariabele, so hat man 
für das Maximum oder Minimum von PJT die Bedingungen 



x — ^ + ix-ri) 



dx 



0, 



a'-| + (y-ij)^-0; 



die hieraus folgende Gleichung 
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dy dl] 
dx " di 

zeigt, dass Pil eine gemeinschaftliche Normale beider Parabeln 

dy dt) 

sein muss. Vermöge der Werthe yon - - iind — ; wird die letzte 

dx «5 

Gleichtmg 

a ri 

und wenn man den gemeinschaftHchen Betrag beider Quotienten 

mit u bezeichnet, so ist 

X — aw, w ■— — » 
u 

au^ . b 
nach Substitution dieser Werthe verwandelt sich die Gleichung 

in die folgende zur Bestimmung von u dienende Gleichung 

u^+ 2u^— 2- tt* — 0. 

a a 

Um die Anzahl ihrer reellen Wurzeln zu finden, denke man sich 
V — ^ 9 . ^ und t? = — 

als Gleichungen einer Curve und einer in der Höhe — parallel 

zur ti- Achse gelegten Geraden; die Discussion der Curve zeigt, 
dass ihre Ordinaten von t; — — oo bisv=» + oo continuirlich wachsen, 

dass also der Specialfall t? — — nur einmal vorkommen kann. Die 

a 

beiden Parabeln haben daher jederzeit eine, aber keine weitere 
gemeinschaftliche Normale. 

Für h ^ a wird w = 1, a: « a, y ^^ "|a, | «-' ^a, ri '^ a. 

18. Eine Ellipse und eine gleichseitige Hyperbel sind gegeben 
durch ihre Gleichungen 

man soll auf der ersten Curve den Punkt P, auf der zweiten den 
Punkt n so bestimmen, dass die Entfernung PII ein Maximiun 
oder Minimum wird. 
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Betrachtet man x und | als unabhängige Yariabele, so hat 
man fiir das Minimum von PU 

mithin 

dy dl] 

woraus hervorgeht, dass die Gerade PJT normal auf beiden Curven 

dy dfj 

sein muss. Zufolffe der Werthe von -— und -rr ist weiter 

dx a§ 

X y x^ yri 

Nennt man u den gemeinschaftlichen Werth der beiden ersten, 
V den gemeinschaftlichen Werth der beiden letzten Quotienten, so 
findet man , ,. 

.2 ^ 



V 

und aus den Gleichungen der Curven 



V V 



+ " 



— M 

'-- k* 

Die Elimination von v würde eine bicubische Gleichung fiir u 
liefern, au9 der sich t«, dann t;, o?, ^, |, ri finden Hessen; man 
thut aber besser, die vorstehenden Gleichungen als Gleichungen 
zweier in rechtwinkligen Coordinaten u und v ausgedrückten Curven 
zu betrachten und deren Durchschnitt aufzusuchen. Unter der 
Voraussetzung a < fe existiren nur zwei reelle Durchschnitte, für 
deren Coordinaten w^, v^, Wg, V2 folgende Bemerkungen gelten: 

— 00 < Wi < a^, 6^ < tig < + oc, 

t^i > 0, t?2 < 0. 

Die weitere Discussion über die Realität von ä*, y, |, 1/ bietet 
keine Schwierigkeit. 

19. Ein Ellipsoid und eine Fläche dritten Ghrades sind ge- 
geben durch ihre Gleichungen 
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man soll auf der ersten Fläche den Punkt P, auf der zweiten 
den Punkt U so bestimmen, dass die Entfernung PII ein Maxi- 
mum oder Minimum wird. 

Nimmt man ar, i^, 5, iy als unabhängige Variabele, so hat 
man die vier Gleichungen ^ 

die hieraus folgenden Relationen 

dx" d^' dy dfi 
zeigen, dass FU eine gemeinschaftliche Normale beider Flächen 
sein muss. Vermöge der Werthe der vier auftretenden partiellen 
Differentialquotienten erhält man weiter 

X y e 

xl yn e^ 

oder, wenn man w den gemeinschaftliclien Werth der ersten drei, 
V den der letzten drei BitLche nennt, 

*~(a*-M)»' ^"(6«-«)«' ^~(c»-«)t>' 

l^^tn^, rfl^^lzJü, t»=^^:^- 

V V V 

Aus den Gleichungen der Flächen ergeben sich nun für u und v 
folgende Gleichungen 

a^-—u Ir — u c^—u 

.«■_ («'-^)(?''-'«)(o'-«) 

welche für m allein eine Gleichung zwölften Grades liefern. Be- 
trachtet man aber die vorstehenden Gleichungen als Gleichnngen 
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zweier sieb schneidenden Curven, so findet man leicht, dass es 
für w und v nur vier reelle Werthepaare giebt, nämlich, wenn 
a<.h <^c vorausgesetzt wird, 

— 00 < Ui < a*< t«2 < fe*< U3< C*< M4<+ 00, 
Vi>0, Va<0, V8>0, V4<0. 

Die weitere Discussion über die Bealität der entsprechenden 
a?, y, ;ef, J, ty, f bietet keine Schwierigkeit. 



Capitel XL 



Unendliche Beihen. 

§ 35. 
Die Entstellung unendliolier Beihen. 

Die Summe der aus n Oliedem bestehenden Beihe % + u^ 

+ u^+ h w»— 1 sei bekannt und heisse Sn] trifft es sich nun, dass 

Sn bei unendlich wachsenden n gegen einen bestimmten endlichen 
Grenzwerth S convergirt, so geht die Gleichung 

ä; — Wo + t*i + ^2 H h w«-i 

in die folgende über 

iSf — Wo + Wi + u, H ininf.y 

dann heisst die Reihe convergent, iS ihre Summe. Ist dagegen 
LimSn keine bestimmte Grösse, so heisst die Eeihe divergent 
und sie hat dann keine Summe. 
1. Um die Beihe 

V+ 1 +JL + ... + , 1 



1.2^23^34^ ^ n(n + l) 
zu Summiren, benutze man die identische Gleichung 

1 _ 1 _ 1 
m(m + l) m m + V 
man findet 

,_'_' + ' + ' + 



« + 1 1-2^2. 3^3-4^ ^w(«+l) 
und far « -= 00 

12^2.3^34^ 
2. Auf ähnliche Art sollen die folgenden Gleichungen be- 
wiesen werden: 
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i 1_ 1 , 1 , , 1 

X x-irn" xix-\-\y {x^\'){x-\-lY ' (x+«-l)(a;+«)' 
11 1 1 



« a;(a; + l) (a' + l)(a'-l-2)^(a; + 2)(a; + 3) 

3. Mittelst der identischen Gleichang 

1 

(x + »») (a; + »» + 1) (a; + »» + 2) 

-_i|___i 1 \ 

M(a; + m)(a; + »» + !) (a; + »n + 1) (a; + w + 2)) 

ii_l ?^ \ 

*\a!(a; + l) (x + «) (a; + « + 1) ) 

1 1 

+ 



erhält man 



«(a; + 1) (« + 2) ^ (x + 1) (x + 2) (x + 3) 

, • 1 

■ ■ ■ "^ (a! + n - 1) (a; + «) (a; + w + 1)' 

1 1 

2»(a; + l)"° a;(x + l) (x + 2) 

+ 



^ (o; + 1) (o; + 2) (a; + 3) ^ (o; + 2) (o: + 3) (aj + 4) ^ 

4. Setzt man in der identischen Gleichung 

1 2_ 1 

0-1 ^^-l'^Ä + l 

der Beihe nach ;e? « r, a:*, rc*, a;®, . . . r»* , mtQtiplicirt die ent- 
stehenden Gleichungen der Reihe nach mit 1, 2, 4, 8,...2"'~^ 
und schreibt kurz 'g für 2""^, so erhält man durch Addition 

_1 2^_ 

2,4, , p 



'^ x^-^l^ x"^ 



+ ••• + 



Für w -= 00 wird hieraus unter der Bedingung « > 1 



a? + l a;*+l ^a;*+l^, 



8 



+ 



x — \ a? + l a;*+l ' a;*+l ' x^+\ 

far » < 1 divergirt die Reihe. 

5. Setzt man in der obigen identischen Gleichung der Reihe nach 
i JL 1 i 
£? «= a? *, a; *, a?^, ... a;^, wo ^ = 2" ist, so erholt man auf ähnliche Weise 
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1 1 




x*'+l x^ + 1 «*+! 



?aj o; — 1 » 

21. '*!. ^81 • 

X^ + 1 X^ + 1 X^ + 1 

Abgesehen von ihrer Herleitung gilt diese Gleichung auch fdr 
a: -» 1, denn nach Nr. 22 in § 27, 11 erhält dann die linke Seite 
den Werth j, der (zufolge Nr. 11, s.u.) auch die Summe der 
rechts stehenden Eeihe ist. 

6. Mit Hilfe der goniometrischen Formel . 

jcotu — cot2u ^-jtanu 

erhalt man for u — «l-ir, ^x, "li», ••• ^x und fElr 2*»— ^ 

Ix . X * X ^ X X X 

— cot cotx'^ «ton— + \t<m— + itow- + h —tan-i 

q q *2*4*8 q i 

woraus flir w =- oo folgt 

1 • X X X 

cotX'^\tan- + \tan-- + \tan-^ 

X ' 2 * 4 ° 8 

7. Aus der identischen Gleichung 

^ iß , X . 2x 

arc tan arc tan r—i — arc tan ■ 



m w + 2 x^+ m(m + 2) 

erhalt man durch Addition der für m = 0, 1, 2, ... w entstehenden 

Gleichungen und fftr w =• oo 

^ . . . 2 . ^ 2x . ^ 2x 

— + arctanx — arctan- -f- arctan » , ^ . + arc tan « , » ; 
2 a? ar-f-l«o aj'-f-J-* 

+ "*'''«" ?Tlr6+" 

Der Specialfall a; « 1 giebt 

— - = arc tan -^ + arc tan-^ + arctan-^-] 

4 1 ^ o 
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8. Mittelst der Gleichung 

— — - == arc tan -^. -, — --.r 

+ 1 a;* + m (w + 1) 



X X 

arc tan arc tan 

m m 



findet sich analog 

7t 1 X X 

— «= arc tan — |- arc tan « . , — - + <^c tan , . ^ ^ + • • • 
2 X aj2+l-2 x*+2'S 

und speciell für a; •= -^ 

TT 2 2 2 

— ^ arctan-2 + (^rc tan ^ + arc tan --^-] 

^ X O t) 

Zieht man diese Gleichung von der letzten Gleichung in Nr. 7 ab, 
so bleibt 

- - arctan ^-^ + arctan j-^ + arctan ^-^ + • • 

9. Falls die zu Anfang dieses Paragraphen beti*achteten Sum- 
manden tiQ, t^i, t«2, etc. Logarithmen sind, etwa Um^ Ivmy so filhrt 
die Gleichung 

S =Ivq+ Ivy^ +lv^+ '•• in inf. 

zur Werthbestimmung eines unendlichen Productes, nämlich 

e^^VQ'V^'V2...in mf. 

Beispielsweise folgt aus 

die Summirung 

- Kl - 1) + Kl - 1*^) 
- j(i+ 1) + K1+ 1*) + Ki + 1*) + 1(1+ !') + ••• + Ki + 5'). 

worin |? — 2" ~ * ist; fOr « =— oo wird unter der Bedingang |* < 1 

i(j^) - Kl + 1) + Kl + s*) + Kl + 1*) + • • • 

oder 

j^-(i + i)(i + i»)(i+i*)(i+i«).., 

wie man auch direct mittelst der Gleichung 



\- z 
finden kann. 



-1 + ^ 
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Auf ganz analoge Weise ergiebt sich für 2" = ^ 

j(i-s)-M9(i-ni 
_,(l±iZ) + ,(l±i!),,(i±il),...„(l±l-) 

und für w — x, falls < |< 1 ist, 

,a-i)-,i-,i,-{i±ii)+{i±i!)+,(i+i!)+..^ 

oder 111 

1-1 1 + 1^ 1 + J* l+J^ 



'© 



2 2 

Beträgt | mehr als die Einheit, so wird 

g-1 1 + S^ 1 + S^ 1 + 1^ . 
?| "" 2 ' 2 ' 2 *"' 

auch für S = 1 bleiben diese Ergebnisse giltig. 

DifEerenzirt man die Logarithmen der gefundenen unendlichen 

Producte nach ä und setzt dann J = — , so kommt man auf die 

X 

in 4 und 5 angegebenen Resultate zurück. 

10. Für 2" « 2 lässt sich aus der Gleichung 
Isinz — l(2sinjz) « Icos^g 
die folgende Summirung herleiten 

(X\ XXX X 

qsin — ) — Icos— + Icos— + Icos— + • • • + lcos-i 
3'/ 2 4 8 g_ 

welche für w = oo übergeht in 

XXX 

Ismx — Ix^ Icos— + Icos— + ?cö5— + ••• 

oder 

smx XXX 

'^ cos — • cos— • cos— • " 

X 2 4 8 

Dasselbe Resultat ergiebt sich direct aus der Formel 

sine 



= cos -s- 0, 



2stn^0 ^ 



Differenzii-t man den Logarithmus des vorigen Products nach 
a:, so kommt man auf das in Nr. 6 entwickelte Resultat zuröok 



1-x 
giebt bei unendlich wachsenden n 

1 
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Lei für die geometrische Progrei 



11. Die Summenformel für die geometrische Progression, nämlich 
1 — aj*» 



«l + ir + a:*+aj3+..., 



und bei unendlich wachsenden w* 

1 



l — x 

-l<ic<+l; 

for alle der zuletzt angegebenen Bedingung nicht genügenden x 
divergirt die Reihe. 

12. Multiplicirt man die vorhergehende Summenformel mit x 
und differenzirt das Product, so entsteht 

l-(w+l)a;» + wa;"+i . . ^ . « « . . , . 

^ T ^ ' = 1+ 2x+ 3x^+ 4:X^+ h Wic'»-* 

(1-rr) 

>nden w* 

(1 - xy 

~l<aj<+l. 

13. Multiplicirt man die vorhergehende Summe der endlichen 
Reihe mit x und differenzirt, so erhält man 

1 + a; - (^ + 1)^^" + (2w^ + 2n - l)a;"+^ ~ n^x""^^ 
{l-^xy 

^l + 4x+ 9x^+16x^+ hw^a;«--^ 

und für w = QO 

A±| ^l+^x + 9x'+ 16x^ + . . ., 
-I<a;<+1. 
Auf analoge Weise kann man viele ähnliche Reihensummen 
ableiten. 

14. Es bedeute U die unbekannte Summe der aus nTermen 
bestehenden Reihe 



* Zur Ermittelung des Grenzwerthes von ^ (n) kann man sich hier 
und in mehreren späteren Fällen des Satzes bedienen, dass ip (n) gegen 
die Null convergirt oder unendlich wächst, je nachdem der absolute 

Werth von Lim , , weniger oder mehr als die Einheit beträgt. 

t/;(n) 

Ist der letztere Grenzwerth = 1 , so muss eine besondere Untersuchung 
über i»i»i/^(n) vorgenommen werden. 

Sohlömilch, Uebungsbuch I. 4. Aufl. 17 
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CT - 1 + xcosd + x^cos2d + x^cos 30 H h x''-^cos(n - 1)9; 

um ü zu finden, multiplicire man beiderseits mit 

1-— 2xcosd + x^ 
und beachte rechter Hand die Gleichung 

2cosJcdcosd = cos(k - 1)0 + co${k + 1)0, 
damit erhält man nach gehöriger Hebung 

(1 — 2xcosd+ x^)U^l —xcosd — x^'cosnd + x'^'^^cos (n — 1)6. 
Hieraus ergiebt sich U und es ist also 

1 — xcosd — x'^cosnO + flj*+^cos(w — 1)0 
1— 2xco8d + x^ 
'^ 1 + X cosd + x^ cos 2d + x^ cos 3d + ' - + a;«"^cos(w — 1)0. 
Durch Uebergang zur Grenze für unendlich wachsende n wird hieraus 

5—, — ^ ^1 + xcosd + x^cos2Q + x^ cos 30 H — , 

1—2X0086 + x^ 

-l<rr< + l. 

Eine Folge hiervon ist die Gleichung 

1 — aj^ 

5-; — 5- « 1 + 2(xcosQ + x^cos2d + x^cosSB + •••)» 

1 — 2xcosü + x^ ^ 

-l<a;<+l. 

15. Behandelt man auf ganz ahnliche Weise die Gleichung 
V ^ xsind + x^sin2d + x^sinSB + '•• + x'^'^^sm^n — 1)6, 

so erhält man zunächst 
(1 — 2xcosd + aj^)7« xsinB — x^sinnd + x^'^^sin(n — 1)0, 

X sin — aj" sinnB + aj^^^ 5iw (n — l) 
1 — 2xcosQ + x^ 
= a:5in0 + x^sin2d + x^sinSB + ••• + x'^^^sin(n — 1)6. 
Für w =- QO giebt dies 

xsind . ii . « . ^n . « . «ii . 

^— — 9 = flj^twö + x^stn2ü + x^stnSv H , 

1— 2xcosü + x^ 

-l<a;<+l, 
wo beiderseits x gehoben werden kann. 

16. Wir knüpfen hieran einige Bemerkungen über die ge- 
brochene Function h 

l-2az + ß0^' 
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Setzt man zur Abkürzung 



wobei aber a^ > ß sein muss, wenn a und h reell bleiben sollen, 
so ist a + & = 2a, ah ^^ ß^ mithin 

1 1 !_(_?[ ^1 

1- 2a£r + /302'" 1- {^'+h)z + ahz^'^ a-h \l-az l-hz^ 

Im Fall nun die absoluten Werthe von az und hz echte Brüche 
sind, kann rechter Hand die Formel 

1 — X 

-\<x<+\ 

sowohl für X ^ az^ als für x ^ hz angewendet werden; hierdurch 
entsteht ein Resultat von der Form 

1+C,z+C,z^+C,z^+^.., 



1- 2ccz + ßz^ 
und zwar ist 

_ g^+l-^n + l ^ (ix + y^'^ßY^^ ~ (tf - l/^^'^)>' + i 
a~5 2l/a2-/S 

Zur weiteren Entwickelung des Zählers lässt sich der binomische 
Satz für ganze positive Exponenten benutzen, wodurch entsteht 

C, = (« + lXa»+(n + l)3«"-«(««-jS)+(« + l)5«'-V-/S)* 

+ (« + 1), «—«(««- /?)»+... 
also 

Unter der Bedingung, dass gleichzeitig 



«* > /J, [(« + V^^)eV < 1 und [(« - 1/«« - ß)zf < 1 
ist, gilt also die Gleichung 

Die vorigen Schlüsse verlieren ihre Anwendbarkeit, wenn 
o* < /S ist, mithin a und h imaginftr werden. Da in diesem Falle 
ß positiv und Yß> cc sein muss, so kann man 

17* 
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a ^ X 

— — ;=» COS (7, = — = 

Vß ' Vß 

setzen und es wird dann 

1 1 



l'-'2az+ ßz^ 1 — 2xcosO + x^ 

Hier lässt sich unter der Bedingung x^ <il die letzte Formel in 
Nr. 15 anwenden, wodurch entsteht 

:i —z-z =- ^-^ [ sin + xsin2d + x^sinSd + x^sin4:d + • 1 

l—2aB + ßz^stnü' 

^l+C,z + C,z'+C,z^+.^- 
Der Werth von C« ist 

oder nach einer bekannten Formel (Compend. d, h. Anal, § 7, 

Nr. 15) 

Cn^Vß^[(n + lXco5«0 -(n + l)8Cos*— 2 0sm«6 

+ (n + l)6C05'»-'*6s*«*e ); 

durch Substitution der Werthe 

cös(7««— F-j sinu '^ — 

wird hieraus 

Unter den Bedingungen, dass gleichzeitig 

ist, gilt also die Gleichung 
j-2^-p^, = 1 + 2«. + (4«*- ^).H (8«»- 4«|3y +•• 

Die Coefficienten von z^ z\ z^ etc. sind hier dieselben wie 
früher, die Bedingungen für die Giltigkeit der Gleichung sind 
aber andere. 

Wäre endlich ß — a^, so würde man für az ^ x auf eine 
frühere Summenformel zurückkommen. 
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§36. 
Die ConvergenB -and Divergenz der Reihen. 

Wenn eine gegebene unendliche Reihe nur positive Tenne 
enthält, so dienen folgende Sätze zur Beurtheihmg ihrer Con- 
vergenz oder Divergenz. 

d) Die Reihe convergirt, sobald von einer bestimmten Stelle 
an ihre Terme kleiner sind als die gleichstelligen Terme einer 
anderen als convergent bekannten Reihe; sie divergirt dagegen, 
wenn ihre Terme grösser sind als die entsprechenden Terme einer 
bekannten divergirenden Reihe. 

6) Die Reihe 

Wo + Wi + % + ^3 H 

convergirt oder divergirt, je nachdem 

Un 

weniger oder mehr als die Einheit beträgt. 

c) Im Fall der genannte Grenzwerth «1 ist, giebt das vorige 
Kennzeichen keine Entscheidung; man untersuche dann 

je nachdem dieser Grenzwerth mehr oder weniger als die Einheit 
ausmacht, convergirt oder divergirt die Reihe. 

d) Sehr häufig lässt sich mit Vortheil der Satz anwenden, 

dass die Reihen 

Wi + Wg + «*3 + ^4 + % H 

und 

Ml+2W2+4M4+8W8 + 16Wig+... 

gleichzeitig convergiren und divergiren, wie aus folgenden Schlüssen 
hervorgeht. Wegen Mj > Mg > ^s • • • ^^^ 

2W4<W2+^3 <2w2, 

4^8 < 1*4 H h t^ < 4^4, 

8Wl6<«^8H t-Mi5<8W8» 



mithin durch Addition und allseitige Hinzufttgung von Mj 
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1«! - Wg + j(wi + 2 ^2 + 4m4 + 8^8 H ) 

< Ml + ^2 + Ws + ^4 + ^6 H < 

Wi+ 2u^+ Au^+ 8^8+ 16^16 H » 

diese Ungleichung liefert sofort den Beweis, dass die Reihe u^ + u^ 
+ Wg + etc. convergirt oder divergirt, je nachdem die Reihe 
Mi+ 2^2+ 41*4 4- etc. convergent oder divergent ist. 

Wenn eine Reihe aus Tennen mit altemirenden Vorzeichen 
besteht, mithin unter der Form 

«*o "" ^1 + ^2 — ^8 H 

enthalten ist, so convergirt sie immer, sobald von einer bestimmten 
Stelle an jeder Term grösser als. der nächste und wenn zugleich 
Lim Un'^ ist. 

Beispiele. 

1. Die Reihe . ^ 9 . « « . . a , 

x+ 2x^+ dx^+Ax^-i 

convergirt für ic^<l und divergirt in jedem anderen Falle. 

2. Die Reihe 2 ^s ^4 

convergirt für ic^<l und divergirt für a;^ > 1. Im Falle x^^l 
ist zu unterscheiden, ob ic = — 1 oder x ^ + 1 ist. Für a; =« — 1 
convergirt die Reihe, fiir o; = + 1 führen folgende Schlüsse zur 
Entscheidung. Die Ungleichungen 

— ?— <l(a + h)- la, — > l(a + h) - la 

geben, wenn in der ersten Ä = l, a==z — \^ in der zweiten Ä«l, 
a^= z gesetzt wird, 

l{z-\-\)- U<-<10-' 1(0 -1), 

mithin für ä? = 2, 3, .. .w und Addition nebst Hinzufügung der Einheit 

1 - 12 + l(n + l)<\ + ^ + •••+-<! + In-, 

\ y 1 z ^ 

daraus erhellt unmittelbar die Divergenz der Reihe. 

3. Die Reihe 

^1^12^1.23^ 
convergirt für jedes endliche x. Wenn x nicht eine kleine Zahl 
ist, so wachsen anfangs die Tenne (wovon schon a; = 5 ein Bei- 
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spiel giebt); es lässt sich aber auf folgende Weise die Stelle im 

Voraus bestimmen, von welcher ab die Reihe schneller convergirt 

als eine geometrische Progression. 
Wendet man den Satz 

/•(a + Ä)~/-(a)-Ä/'(a + ^Ä), < -a < 1 

auf die Function f(x)'=-xlx an, so erhält man 

(a + Ä)Z(a + Ä) - ala ^h[l + l{a + ^h)] 

und für die extremön Werthe -^ « und -ö* -= 1 
(a + h)l(a + h)-ala>h[l + la], 
(a + h)l(a + h) - ala <h[l + l{a + ä)]. 

In der ersten Ungleichung setze man Ä ■= 1, a^^ z^ in der zweiten 

Ä = l, a = ;2? — 1, es wird dann 
zU - {z -l)l{z -1) - KU <{z + i)l{z + 1) - zlz - 1. 

Durch Addition aller für ;e?=2, 3, 4,...« hieraus entstehenden 

Ungleichungen folgt 

wZw - (w - 1) < Z (2 . 3 . . . w) < (w + l)?(w + 1) - 2Z2 - (n - 1) 

^<..2.8...„<Ceii£l^. 

mithin 

aj*» 1 fex\* 

1 . 2 . 3 ... w 7 W/ ' 
Bezeichnet Ä die ganze Zahl, welche nächstgrösser als ex ist, so wird 

+ 7-1^ Ä-TTN + ^iT— 77r7^ + - • 



1 . 2 ...Ä^ 1.2 ...(7c +1) 1.2 ...(* + 2) 

<ii(Ti'+(*fY)"'+(Än ■■) 

und hier convergirt die eingeklammerte Reihe stärker als eine 
geometrische Progression, die nach Potenzen des echten Bruches 

ex 

~ fortschreitet. 

Tz 

4. Die Reihe 

^2^2.4 ^2.4.6 ^ 
convergirt für aj* < 1 und divergirt für ic* > 1. Im Falle x ^ + 1 
divergirt sie (nach c), im Falle oj = — 1 convergirt sie, wie man 
mittelst des Satzes • 
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leicht finden wird. 

5. Die Reihe 

14-1 ?.4.Ll_? ^^ 1.3.5 ^ 

convergirt fiir aj*^l und divergirt für x^>l, 

6. Die Reihe . „ 

X X X 
--4- 4- - -I 

12 ^ 2'^ ^ 3^ ^ 
convergirt fftr aj* ^ 1 tind divergirt für o;^ > 1. 

7. Die allgemeinere Reihe 

X , ^* , ^^ , 

37 "^ 2^ "• 3]«^ ■" * " " 

convergirt (bei jedem |u) für x^<.l und divergirt für x^>l. Im 
Falle a; — — 1 convergirt sie, sobald fi eine positive Grösse ist. 

Im Falle o; = + 1 erhält man (nach c) für — «* tf 



«»M'-=if))-^'»! 



(1 + <J)" 



._.(l±i)!^U«: 



die Reihe 111 

1/* ' 2" 3" 
convergirt also für |u > 1 und divergirt für f* < 1. Ist |[i = 1, so 
kommt man auf das zweite Beispiel zurück. 

Zu den letzteren, für a; = + 1 geltenden Resultaten gelangt 
man auch mittelst des unter d) erwähnten Satzes. 

8. Die Reihe « « a 

X X X 

convergirt für »* < 1 und divergirt für x^>l. Im Falle a; = - 1 
convergirt sie bei allen positiven ft ; ist o; = + 1 , so zeigt der 
Satz d) (für w^ = 0), dass die Reihe nur unter der Bedingung 
(i>l convergirt. 

9. Um die Convergenz oder Divergenz der Reihe 

zu entscheiden, benutze man die Ungleichung 
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<l(a + h) -la<- 



a + h ^ "^ a 

für a=»l, Ä = — : man findet dann, dass die Reihe für x^<l 

' n -^ 

convergirt und im Gegenfalle divergirt. 

Geht man (für x ^l) von den Logarithmen zu den Zahlen 
zurück, so ergiebt sich der bemerkenswerthe Satz, dass das un- 
endliche Product 

gegen einen endlichen Grenzwerth convergirt. 
10. Zur Abkürzung sei 



X4.J. 4. i.-J lI 

1 "T 2 "t- 8 t- -^^ 



und gegeben die Reihe 

X 



1^1 252 353 $- 

Für x^<C 1 convergirt dieselbe, für x^>l divergirt sie. Im Falle 
a: ■=- — 1 ist gleichfalls Convergenz vorhanden; im Falle a; = + 1 
wende man den Satz d) an und beachte die Ungleichungen 

54-^2 + i+T<52 + l<3, 



es ergiebt sich dann, dass die Reihe 

_L + J. + J_ + ... 

divergent ist. 

11. Die Reihe 

e-^'x + er^x^ + c^*»aj* + • • •, 

worin 5« dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 10, convergirt für 
ic^ < 1 und divergirt für ä^ > 1. Wegen Lim s« = QO ist auch im 
Falle iC =■ — 1 Convergenz vorhanden. Für a: = + 1 zeigt die An- 
wendung der in Nr. 2 bewiesenen Relation 

1 - Z2 + ?(w -fl) < Ä„< 1 -f ?«, 

dass die Reihe divergirt. 
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12. üni die Beihe 

zu untersuchen, bemerke man zunächst, dass (i keine ganze ne- 
gative Zahl sein darf, weil sonst ein Term unendlich werden 
würde. Schliesst man im Folgenden die Fälle f*« — 1, —2,-3 etc. 
aus, so ist femer 

Un+i ^ filjn + 2)-l(n + l + fi)-^((i^ l)l(n + l) ^ 
Un (il(n + l) — I(n + ft) — (i* — l)ln ' 

wobei sich der Grenzwerth des Bruches mittelst des Satzes 



finden lässt; man erhält 

Lim- 

Un 



Lim " «= X, 



mithin convergirt oder divergirt die Reihe, je nachdem a;*<l 
oder x^>l ist. Für ic = — 1 convergirt die Reihe. Der Fall 
a; = + 1 erledigt sich, wenn man die Gleichung 

f(h)^f(0) + hf(^h), 0<^<1, 
auf die Function 

anwendet und nachher Ä « — setzt; die Reihe 

n 

erhält dann die Form 



'imM'^Mm]- 



'*^'*~''M(i 



■»i , ^i 



(1 + Ol) (1 + ^0,) ^ (2 + «•j) (2 + ,i»i) 

I ^» I }■ 

aus welcher ihre Convergenz leicht zu ersehen ist. 

Hieran knüpft sich die bemerkenswerthe Folgerung, dass das 
unendliche Product 
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1 + ^(1 i + > i + i^ 

gegen einen bestimmten endlichen Grenzwerth convergirt, welcher 
selbstverständlich eine gewisse Function von f* sein muss; dieselbe 
wird nicht selten mit il(fA) bezeichnet. Hiemach ist für unend- 
lich wachsende n 



Lim 


(i + i)« (i + iY 
1+4-^ i + i^ 


oder nach gehöriger Hebung 


• ^*'"l+r, + 2- 


mithin auch 


Lim 


(12 3 



(• + ;r^)1 



1 + 



n-1 



niii), 



f» + 



^^«.) = 7iw, 



fi + n — 1 J 






Die rechts stehende Function pflegt man r{^) zu nennen. Bei 
ganzen positiven fi sind ihre Werthe leicht zu finden, nämlich 
r(l) « 1, r(2) -=1, r(3) = l . 2 und überhaupt 

r(i>)«1.2.3...(^-l). 
Zufolge der Definition von r{fi) kann man setzen 



1 



•7^' 



,. J^W 



|ii + l fi + n — 1 1 + Q 

wo 9 zwar nicht genauer bekannt ist, jedenfalls aber bei unendlich 
wachsenden n gegen die Null convergiren muss. Hiernach ergiebt 
sich die oft brauchbare Gleichung 



1.2.3...W \ -r-QJ 



^W 



Um eine Anwendung derselben zu zeigen, leiten wir aus der 
vorstehenden Gleichung die folgende ab 

h(h +1) (b + 2) .. , (b + n - 1) ^ l_+£i ^ r(c) ^ J_ 
c(c + 1) (c + 2) . . . (c + w - 1)' 1 + q' r(h) * n^-*' 

welche sofort erkennen lässt, dass 
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b (h + l)Q> + 2). .(b + n-1) 
^^*"*c(c + l)(c+2)...(c+n-l) 

«^ cc, = 1 oder — ist, je nachdem h mehr, eben so viel oder 
weoiger als c beträgt. 

13. Die Eeibe 

. , ß^ , ß(ß + l) ^' , ßiß + l )(ß + 2) ^ 

11« 1.2 2«"^ 1.2.3 3«"^" 

convergirt für o?* < 1 und divergirt für a?^ > 1. Die Fälle a; « - 1 
und X = + 1 erledigen sich durch Anwendung des vorigen Satzes, 
zufolge dessen die Reihe folgendermassen geschrieben werden kann 

man ersieht hieraus , dass im Falle a; «= — 1 nur für a — j3 > — 1 
und im Falle a; «-= + 1 nur für a — /3 > Convergenz vorhanden ist. 

14. Die Eeihe 

^l.c ^ 1.2.c(c + l) 
a(a + l)(a+2).H& + l)(b + 2) 
'' 1 .2.3.c(c + l)(c+2) "•" 

convergirt für a;* < 1 und divergirt för a;* > 1. Giebt man der 
Eeihe die Form 

rjc) ai + s,)x (l + d, )x' (i + ^sK , I, 

wo (^1, ^2? ^8 ötc. echte Brüche sind und LimSn'^O ist, so folgt, dass 
die Reihe für a; « -- 1 nur unter der Bedingung c — a — 6> — 1, 
und für aj « + 1 nur unter der Bedingung c — a — 2^ > convergirt. 



§ 37. 
Summirang einiger Potenzreihen. 

Für das Folgende sind einige Sätze nöthig, welche wir zu- 
nächst vorausschicken. 

a) Die unendliche Potenzreihe 

ÜQ + a^x + a^x^ + a^x^ + • • • 
convergirt unbedingt, wenn der absolute Werth von 
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lAm[ — -^— rr) 

\ an / 



weniger als die Einheit beträgt; setzt man zur Abkürzung 
lAm — ^— «= A, 

so lässt sich die vorige Bedingung kürzer ausdrücken durch die 
Ungleichung _ ^ < , <+ ^ oder .«< Al 

Unter derselben Bedingung convergirt auch die Reihe 
laj+ 2a2X + Sa^x^+ 4:a^x^+ • ••, 

wie man durch Untersuchung von Lim '*"^- findet. 

Un 

V) Die Summen der vorigen Reihen mögen f(x) und q)(x) 
heissen, nämlich 

f(x) «00+ ^1^ + «2^^ + «3^' H J 

(p{x)=-la^+ 2a^x + 3a^x^-] ; 

man kennt diese Summen zwar nicht, weiss aber wenigstens, dass 
beide so lange endliche Werthe haben, als x^ <C X^ bleibt. Ver- 
mehrt man x um eine kleine positive Grösse ö von der Be- 
schaffenheit, dass auch (oj + Sy < X^ ist, und vermindert man 
andererseits x um s unter Festhaltung der Bedingung (x — e)* < A^, 
so hat man durch Subtraction der entsprechenden Gleichungen 
f(^ + d) - f{x - e) 



(d + e)[a, 



x + ö-jx-e) , (x + öy-{x-ey 



Hier lässt sich auf alle rechts stehenden Quotienten der Satz 

ß — a 
für a = aj — «, ß ^ x + ö anwenden; dies giebt unter der Voraus- 
setzung, dass a^, ag, o^,,, und x positiv sind, 

{6 + e){la,+ 2a,(x - a) + Sa^(x - *)*+.••} 
< /^(o; + d) - f{x -e)< 



d.i 



(d + e) [la, + 2a,(x + ö) + 3a,(x + <y)2+ . . .) 
{S + s)(p(x^-6)<f(x + ö)-f{x''e)<(ö + e)(p{x + öy 
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Bei verschwindenden 6 und e folgt hieraus, weil (p(x) einen end- 
lichen Werth hat, 

Lim\f(x + 6)'-f{x^ey]^0; 

die Summe einer nur positive Tenne enthaltenden Potenzreihe ist 
hiemach eine stetige Function der Variabelen x. 

Kommen positive und negative Tenne vor, so lassen sich 
alle positiven Terme für sich, und ebenso alle negativen Tenne 
fiir sich zusammenziehen und die Summe f(x) erhält dann die 
Form /*(^) = /i(^) — /aCÄ"). Hier sind fi{x) und f2(x) einzeln 
genonamen stetige Functionen von x, ihre Differenz f(x^ ändert 
sich daher gleich&Us continuirlich. Es gilt also der Satz, dass 
die Sunnme jeder Potenzreihe innerhalb des Convergenzintervalles 
eine stetige Function der betreffenden Variabelen ist. 

c) Aus der letzten Ungleichung folgt für € =« 

und durch den Uebergang zur Grenze für verschwindende ö 

f{x)^q>{x). 
Besteht demnach eine Potenzreihe aus positiven Termen, so ist 
der Differentialquotient ihrer Summe gleich der Summe von den 
Differentialquotienten ihrer einzelnen Summanden. Mittelst der 
vorhin benutzten Zerlegung von f{x) in /i (x) — f^ (x) lässt sich 
dieser Satz auf beliebige Potenzreihen ausdehnen. 

d) Wenn zwei Functionen F(x) und f(x) gleiche Differential- 
quotienten haben [F\x) « f (pc)]^ so lässt sich auf folgende Weise 
eine Eigenschaft dieser Functionen entdecken. Es sei ^(x) die 
Differenz beider Functionen, d. h. 

man hat dann 

^'(x)=F'{x)-f(x)-0. 

Unter der Voraussetzimg, dass F{x) und f(x) innerhalb irgend 
eines Intervalles stetig Meiben, ist auch ilf(x) eine continuirliche 
Function von ä?, dasselbe gilt von if;'(ic) « 0. Mittelst des Satzes 

i^(a + Ä) - t;;(a) = Äif;'(a + -^ä), < -^ < 1 

ergiebt sich nun, wenn a und a + ä innerhalb des Continuitäts- 
intervalles liegen, 
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1/; (a + ä) — 1/; (a) «= 0, 

woraus hervorgeht, dass if;(aj) einen constanten Werth hat. Zwei 
stetige Functionen, welche gleiche Differentialquotienten besitzen, 
können daher nur um eine Constante differiren. 

Aufgabe 1. Man sucht die Summe der Reihe 

welche für a:*<l convergirt. 

Bezeichnet man die Summe der Reihe mit F(x)^ so hat man 

d. i. 

^ ^ 1 — X 
Schreibt man statt dieser Gleichung die folgende 

SO ergiebt sich nach dem Satze d) 

F{x) - l[j^) ^ Consf, 
oder vermöge der Bedeutung von F(x) 

i.x + \x^+ia?+ ^iizr^) + ^0^^' 

Die Constante bestimmt sich dadurch, dass man dem x irgend 
einen speciellen zwischen — 1 und + 1 liegenden Werth ertheilt;. 
am besten eignet sich hierzu der Werth a: « 0, mittelst dessen 
man findet Const = 0, also 

x'<l. 

Setzt man einmal a; — + y, das andere Mal a; = — y, so giebt 
die Differenz beider Gleichungen 
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Hieraus lassen sich noch folgende Formeln herleiten 
lz^i[l{z + l) + l(z''l)] 

l(z+2)^2[l(z + -i)^ l{z - 1)] + l{z - 2) 

+ ^ \7'^=^z'^^\z^^ + 'At^^z) + "\ 
z>2. 
Aufgabe 2. Man sucht die Summe der immer convergiren- 

den Reihe „ » 

X X x^ 

^ "^ 1 "^ 172 "^ 172^ "^ ' " 
Bezeichnet man die gesuchte Summe durch <P(ä;), so erhält man 

a/{x)^o{x), 

wofür geschrieben werden kann 

dlOjx ) ^d(x) 

Daraus folgt 

l€>(x) — X '^ c oder 0(x) « eP"^' 
d. i. . 

X x^ x^ 

^^1 ^1.2^1.2.3 ^ "^ • 

Für a; = ergiebt sich e^ « 1 , mithin 

X x^ x^ 

^-^+r + iT2 + r:y:3+- 

Aufgabe 3. Man sucht die Summe der Reihe 

^1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 "^ ^ » 

welche fiir a;* < 1 convergirt. 

Bezeichnet man mit (P(a;) die gesuchte Summe, so findet man 

(1 + x)0'(x)^fi0(x), 
wofür geschrieben werden kann 

dl^(x) ^ d[(il(l + x)] 
dx dx 
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Hieraus folgt 

lO(x) — (il(l + x)^c oder 0(x) — e^(l + xy^ 
mithin 

1 + f .= + "-^^^«^ + ^'-i^i^^-'+- ■ - ^(1 + -)"• 

Für X ^ ergiebt sich 6^1'' = 1, also wenn (l + x)^ im absoluten 
Sinne genommen und demgemäss 1^' « 1 gesetzt wird, e^ «=» 1 und 

^i-rxj. ±'T ^^T ^2 ^ 1.2.3 ^ ' 

x^<l. 
Aufgabe 4. Man sucht die Summen u und v der folgenden, 
immer convergirenden Reihen 

__ x^ x^ x^ 

^" 172"^!. 2. 3. 4 1.2... e"^*"' 

X x^ , ^^ 



1 1.2.3 1.2.3.4.5 

Quadrirt man die erste Gleichung, so entsteht ein Resultat von 
folgender Form 

"* ^ 1.2"^ +I...4'' 1...6'' + ' 
und darin ist 

„ , , w(n-l) »(n-l)(^-2)(>»-3) 
«,-1+ j 2 + 1.2.3.4 +■■■' 

oder nach der kurzen Bezeichnung der Binomialcoefficienten 

«« == Wo + W2 + (wX + We + • • • 

Auf gleiche Weise erhält man 

^2 ^2 h ^4 , ^g ^6 



-^^ ^ä;^+ T-^a;6- 



1.2 1...4 

und darin ist 

6»~Wl+W8+(«)6+-- 

Aus den Formeln für u^ und v^ folgt 

1.2 1...4 1...D 

darin ist aber 

a» - &» = Wo - Wi + W2 - Ws +•••«- 0, 
mithin bleibt 

SoLlömilch, Uebungsbuch I. 4. Aufl. 18 
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wofür man auch schreiben kann 



Differenzirt man ferner die ursprünglichen Gleichungen für u 
und t;, so hat man 

oder in anderer Form 

darccosu d{x) 

dx dx 

darcsinv d{x) 

dx dx 

Die erste Gleichung liefert arc cosu — x ^ a oder u «= cos {x + «), 
mithin ^ ^ 



fiir flJ ■=* ¥rird hieraus C05a = l, mithin a «=» 2Ä7C, wo Ä eine 
positive oder negative ganze Zahl bedeutet, also durch Substitution 
dieses Werthes 

X^ 05* x^ 

■ ^^'"-^-172+ 1. 2. 3. 4 ^1776 + - • 
Auf analoge Weise erhält man v — sin (x + ß) und schliesslich 

ic ^ . ^* . 

smx «=■ h • • • 

1 1.2.3^1.2.5^ 

Aufgabe 5. Man sucht die Summe der folgenden, far 
flj* < 1 convergirenden Reihe 

Wird die Summe der Beihe mit F(x) bezeichnet, so ei^ebt dch 

F'(x) -1-0;«+«*- ««+ — ^, 

1 + aj 

dF(x) d arc tan X 

dx dx 

und hieraus folgt 

F(a;) ■= arc tanx + c. 
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Nach Substitution dieses Werthes kann die Constante mittelst 
der Specialisirung o? — bestimmt werden und es ist dann 

arctanx ^ yX — ya;^+ ^x^ — f aj'H , 

x^<l. 
Aufgabe 6. Man sucht die Summe der folgenden, für 
a:^ < 1 convergirenden Reihe 

^ 1 ^ 1_^3 3^ 1.3.5 ^ 
l"*"2*3'^2.4'5''"2.4.6'7"^'*' 
Bezeichnet F(x) die Summe, so ist 

1 ,. 1.3 .. 1.3.5^ 



F\x) 



2 ' 2.4 ' 2.4.6 
1 



oder 
Hieraus folgt 



Vi- x^ 

dF(x) __ darcsinx 
dx dx 

F(x) = arcsmx + Const, 

und nach Bestimmung der Constanten ergiebt sich 

X ^ 1 rc* , 1 . 3 ic^ , 

arc sin a; = — — • • h • • • ? 

1^2 3 ^2.4 5 ^ 

rc*<l. 

§ 38. 
Beilienentwiokelungen mit Beachtung des Bestes. 

Wenn man nicht im Voraus weiss, ob und unter welchen Be- 
dingungen eine Function f(x) in eine Potenzreihe verwandelbar 
ist, so wäre es eine völlig ungerechtfertigte Hypothese, 

f(x) =- «0 + «1^ + «2^* H 

setzen zu wollen; jedenfalls aber darf man eine Gleichung von 
folgender Form aufstellen 

fix) = ao + a^x + a^x^ H h ünX"" + B, 

wo R eine unbekannte Function von x ist, denn es sagt diese 
Gleichung nichts weiter, als dass der Unterschied zwischen f{x) 
und der Reihe eine gewisse Function von x sein wird. Wie man 

18* 
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durch passende Bechnungsoperationen a^^, a^^, ... a» und i2, den so- 
genannten Best der Beihe, bestimmen kann, mögen die folgenden 
Aufgaben zeigen. 

Aufgabe 1. Es sei 

l (^-37) -- «1^ + «2^' + • • + anx- + R, 
so ergiebt sich durch Differentiation 

la^+ 2a^x + • • • + nanX^~^ + 



Diese Gleichung wird identisch mit der bekannten Gleichung 



1 — 0? 1 — X 

wenn die Coefficienten a^y..,an folgende Werthe erhalten 

1 






und wenn überdies ,^ 

Jl? x"" 



dx l — x 
ist. Um hervorzuheben, dass B von aj abhängt, setze man B^(p{x) 
also „ 

weil ferner 9 (x) und 9' (ar) stetige Functionen von x sind, wenn 
a: < 1 .bleibt, so lässt sich der Satz 

9 (x) = 9 (0) + X(p\d'x), < -^ < 1 
anwenden, wodurch man erhält 

^("^^-^rr^x 

Nach diesen Bemerkungen hat man 

(1 \ X x^ x^ ^^x^"^^ 

X<1. 

Bei unendlich wachsenden n hat x^ nur dann die Null zur Grenze, 
wenn x zwischen — 1 und + 1 liegt; es ist daher 



(1 \ X x^ x^ 



-1<X<+1. 
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Aufgabe 2. Von der Gleichung 

e* = 1 + a^a; + a^x^ H h anX"" + R, 

ausgehend, erhält man durch Differentiation 

J TD 

6*=lai+ 2a^x + 3a^x^+ f- «a„ir»-^ + -r-; 

dx 

diese Gleichung wird mit der vorigen identisch, wenn erstens 
lai«=l, 2a2=öi, 3a3«=» ttg, . . . na„= a„ — 1, 






1.2 '^ 1.2.3 " 1.2 ...n 

und wenn ausserdem 

d. H. 



dx 
ist. Um die letztere Bedingung zu vereinfachen, setzen wir 

es wird dann ^ 

mithin wegen if; (o;) = tf; (O) + a;i/;' (-ö-a;) 

*(^^ = r.-2Tr^-^~''' 

hieraus ergiebt sich jB und nachher 

^1^1.2^ ^1.2...n^l.2...w 

Bei unendlich wachsenden n wird für jedes endliche x 

x^ 
Lim - — — 0, 

der Best convergirt dann gegen die Null, und damit kommt man 
auf die bekannte Exponentialreihe zurück 
Aufgabe 3. Es sei 

(l + a;)-" = l+ ayX-\- a^x^-^ ha«Ä;" + i?; 

differenzirt man diese Gleichung und multiplicirt nachher mit 1 + ic, 
so erhält man 
li{l + xy^la,+ (la, + 2a,)x + {2a^ + 3a^)x^+ ... 

h [(n -- l)an^i+ fittnlx''-^ + nanX"" + (l + a?)— » 

und andererseits ist direct 

li{l + xy ^ (i + (la^x + fia^x^-] [- fittn-ix*^''^ + fianX"* + (iE. 
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Die beiden letzten Gleichungen werden identisch, wenn erstens 

... (n — 1) ttn-i + nan — fia»_ i 
ist, woraus folgt 

fi fi(^ — 1) f*(^-'l)(f^ — 2) 

^1 * 1.2 ' 1.2.3 

fi(fi-l)(fi-2)...(^-^[n-l]) 

•••^" 1.2.3...« ' 

und wenn zweitens die Gleichung 

j 7? 
wa„a;» + (l + a;) — - « j[ia„fl;' + fti^, 
oder 

(1 + a?) ^ (iR^((i — n) anX"" 

stattfindet. Dieselbe vereinfacht sich mittelst der Substitution 

R ^ {fi ^ n)an(l + xycpix)', 
sie wird nämlich « 



g>^(x) 



und hieraus folgt, wofern (1 + ^Y keine Unterbrechung der Con- 
tinuität erleidet, ^n^n+i 

g)(x) 



Diese Formel bestimmt nachher i?, und wenn man o« kurz mit 
{fi)n bezeichnet, so folgt 

••• + W--" + ('*-")«- TiT^i)?^- 

Im Fall X zwischen — 1 und + 1 liegt, ist bei unendlich wach- 
senden« itm [(^ - n) (^),a;"] - 0; 

der Eest convergirt dann gegen die Null, und damit kommt man 
auf den allgemeinen binomischen Satz zurück. 

Aufgabe 4. Es sei zu entwickeln 

arc tanx^ a^x + a^x^ + a^a^ H + a2»-ia;^''~^ + -R. 

Durch Differentiation ergiebt sich 

1 dB 

^la,+ 3a^x^+ 6050;*+ ... + (2w-l)a2„-iic*"-H^' 



andererseits ist identisch 
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i^» = i-^*+^-^*+ ••• + (- i)"-*^*"-*+^T+?'' 

mithin durch Vergleichung 

drc "" 1 + x^ ' 
Schreibt man für den Augenblick g>(x) statt JR, so erhält man 



n 



und zusammen 

^ ^ * 2w-l l + 'Ö'V 

Bei echt gebrochenen oj und unendlich wachsenden n convergirt 
der Rest gegen die Null und es entsteht die bekannte unendliche 
Reihe für arctanx. 

Aufgabe 5. Es sei zu entwickeln 

arcsinx = a^^x + a^x^ + a^x^+ • • • + a2n-ia?^"'"^ + ^. 
Durch Differentiation erhält man 

yi — X- dx 

andererseits ist nach dem binomischen Satze für a?* < 1 

1 ..1«. 1-3. ,1.3. 5., 

— ___- « 1 H — x^A x^A x^+ ••• 

yi_^2 ^2 ^2.4 ^2.4.6 ^ 

Beide Gleichungen werden identisch, wenn erstens 

_i JL S -Ijl^ 1 1.3.5...(2n~3) 1 

öi-i, «8=2-s» ^5~2.4*^'-'''"-'"2.4.6...(2n-2J*2w-l 
und wenn zweitens ist 

dB 1.3.5. ..{2n-l) ( 2*» + ^., ] 
dx 2. 4. 6. ..(2«) 1 ^2«+ 2 ^ j 

Für Ä = q» («) folgt hieraus 

,. 1.3.ö...(2« — 1 ^g. - . , f, , 2« + l . » , 1 
^(")- 2.4.6...(2n) ^"-^"•^T + 2M-"2^^+-|' 
die Summe der eingeklammerten Eeihe beträgt weniger als 

und kann daher 
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1 - &^x^ 
gesetzt werden, wo e einen nicht näher bekannten positiven echten 
Brach bezeichnet. Nach diesen Erörterungen ist für rr^ < 1 

X 1 x^ 1 .3 x^ , 

1 . 3...(2w- 3) flc^^-^ 1.3...(2w- l) f^2na;2n4-i 
""2. 4...(2w-- 2) 2w-l "^ 2.4...(2w)~ ' 1 - -^ V * 

Bei unendlich wachsenden n convergirt der Rest gegen die Null, 
und es entsteht die unendliche . Reihe für arcsinx. 
Aufgabe 6. Es sei zu entwickeln 



l{x+Vl + x^) = a,x + a^x^+a,x'+'-- + a^n-ix^^^^' + B. 
Durch ein ganz ähnliches Verfahren wie in Nr. 5 findet man 



, / . , / — ; — ^N X 1 x^ , 1 .3 x^ 

ii. + y, + .^)^^--. - + — ,--... 

, 1.3...(2n-3) ^ ^2lL 

^^ ' 2.4...(2w— 2) 2w-l 

+(-^)'' ''2.4;^'(2;)'^ ^"-"-^^(^--')' 

wobei 0? <i\ sein muss, %^ und £ positive echte Brüche bedeuten. 
Bei unendlich wachsenden n wird 

diese Gleichung gilt auch noch im Falle a;^=l. 



§ 39. 
Die Sätze von Taylor und Mac Laurin. 

Im vorigen Paragraphen wurden die Reihen für l{\ — x)^ e' 
etc. mittelst specieller Eigenschaften dieser Functionen entwickelt, 
jene Reihen können aber auch aus einer gemeinsamen Quelle ab- 
geleitet werden, nämlich aus den Sätzen von Taylor und Mac Laurin. 
Hierbei macht sich eine Untersuchung des Restes nöthig, und für 
diese ist die Bemerkung von Werth, dass der Rest unter unend- 
lich vielen verschiedenen Formen dargestellt werden kann. 
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Setzt man 

L (^ — ^r^ /■(»- 1) (j\ 

^1.2.3...(n-l)^ ^'^^' 

worin f(x) eine gegebene Function, g? (x) dagegen die unbekannte 
Summe der rechtsstehenden n-gliedrigen Reihe bezeichnet, so ist 

.p(a)-/-(a)+^/^'(«) + (^-^")-r(a)+-- 

.... (h-a)'-' ,„_,,... 

^1.2. 3. ..(«-!)' ''"''' 

und ferner unter der Voraussetzung, dass f(b), /"'(&), f"(b),,.. 
f^»—^)(b) endliche Grössen sind 

«P (&) = /•(&)• 
Andererseits ergiebt sich durch Differentiation 

^^^ 1.2.3...(w-l)^ ^^ 

Wir benutzen nun folgenden Satz: wenn g>(x), g>'(a:), '«/;(^), 
t/;' (a;) von o; « a bis x = h endlich und stetig bleiben und wenn 
femer V(a;) innerhalb des genannten Intervalles sein Vorzeichen 
nicht wechselt, so ist 

oder 

Mittelst dieser Formel ergiebt sich unter Benutzung der Werthe 
von 9>(a), g>(p) und g>\x) 

wobei /*(a;), f(x)^ ... f'^'*^{x)^ tlj(x) und V(^) von a; = a bis oj^ft 
endlich und stetig bleiben müssen und i(; (a?) eine beliebige nur 
an die eine Bedingung gebundene Function ist, dass 'ij/ (x) zwischen 
a und h keinen Vorzeichenwechsel erleiden darf. 
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Für 5 — a «— Ä oder h = a + h ergiebt sich der Taylor'sche Satz 

worin der Rest Rn durch die Gleichung 

""" t|;'(a + ^Ä) 1.2.3...(.«-1)'^ ^^ -* 

bestimmt ist und zufolge der Willkürlichkeit von t/;(it;) imendlich 
viele verschiedene Formen annehmen kann. Die Wahlen 1/; (a:) = a; 
und t(; (a?) — (a + Ä — xY fahren zu den gewöhnlich in den Lehr- 
büchern angegebenen Restformen. 

Setzt man noch rt — 0, so entsteht der Satz von Mac Laurin 

worin f(x)^ /'C^)» ••• /^^"K^)» '^(p) ^^^ V(^) von a; — = bis a; = Ä 
stetig und endlich bleiben müssen und tj/ (x) zwischen und h 
keinen Vorzeichenwechsel erleiden darf. Für i\}{x) ^^ x und t|; {%) 
= {h — a?)** kommen die gewöhnlichen Restformen zum Vorschein. 
Die Annahme i/; (x) ^ h^ — (h — x)p^ worin p eine beliebige 
positive Grösse bedeuten möge, führt zu der Formel 

in welcher man nicht selten p so wählen kann, dass sich i?» ver- 
einfacht wie z. B. in Aufgabe 2. 

Für vj (x) « Qi — xYf"^^ (x) ergiebt sich 

/^'»(O) /i*» _ (1 - d')h /'<"+^)(0'a;) 

^'*^1.2...n* 1~(./ ^'*"" n ' f^-)(^x)' 
wobei der Ausdruck 

n/"(«)(a;)-(Ä-a;)/-<«+^>(a;) 

zwischen a; «= und a; = Ä keinen Vorzeichenwechsel erleiden darf. 
Aufgabe 1. Man soll (l +ä)" nach dem Satze von Mac Laurin 
entwickeln. 
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Es ergiebt sich 

■^ 1.2.3...(w-l) " ' 

und wenn i/;(x) «* (l + a;)" genommen wird, so ist unter der Vor- 
aussetzung von Ä < — - 1 

Mn-[,{i + h) ij 1.2. ..(„_!) Ii+¥ä; 

Nach dem bekannten Satze, dass für q^<l 

ist, findet man leicht, dass 2?« gegen die Null convergirt, wenn 






bleibt, welche Bedingung für ^.^<1 erfüllt ist. Man erhält so 
den binomischen Satz. 

Auf ähnliche Weise lassen sich die Functionen Z(1 + ä), e*, 
cö5/i, sinh^ arctanh in endliche Eeihen verwandeln; bei unendlich 
wachsenden n ist dann zu untersuchen, unter welchen Umständen 
Lim Rn=^ wird. 

Aufgabe 2. Es soll arcsinh nach dem Satze von Mac Laurin 
entwickelt werden. 

Zur Bestimmung von /'"(O), /"'"(O) etc. benutze man (wie 
im Compendium d. h. Anal. I, § 47) die Recursionsformel 

aus welcher sich zufolge der Anfangswerthe /*(0) = und f (O) = 1 
die weiteren Werthe ergeben 

r'(o)-o, r^(o) = o, r^(o)-o..., 
f"'(p) =1«, r (0) = 1* . 3\ r"(o) - 1* . 3« . 5* . . . 

Um den Best bequem zu gestalten, mache man Gebrauch von der 
Formel (Compend. I, § 14) 
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„., . 1.3.5...(2«-l)f _ _ 1-ar /l-a;\« 

wonn ' 

^^ ^' ^' 2n-l' ^2 ""(2^-1) (2^-3)' 

l»3.5(n )3 ^ 

* (2w-l)(2w- 3)(2w- 5) 
Die Coefficienten besitzen (wie die Binomialcoefficienten) die 
Eigenschaft 

sie bilden demnach eine aus zwei symmetrischen Hälften bestehende 
Eeihe. Anfangs ist 

1 == (7q > Ci > Cg, . . 

die Coefficienten nehmen also bis zur Mitte der Eeihe ab, er- 
reichen dort ein positives Minimum und steigen dann wieder bis 
(7n '-= 1 ; mit Ausnahme von Cq und Cn sind daher alle C positive 
echte Brüche. Hieraus folgt, dass die Eeihe 

von X =^ bis a; = 1 eine endliche Summe g) (o*, n) besitzt, die 
selbst im Falle « « oo endlich bleibt (nämlich g? [if, oo] = Y^ [1 + a;]). 
Man hat also 

w«-un/ N 1.3.5 ... (2w — l) , . 

Auf das mit Ä" versehene Eeihenglied folgt im Allgemeinen 
der Rest , n ■ t , i t 

mithin im vorliegenden Falle 
_ l,3.5...(2w-l) (1 - ^)''+i-PÄ»+» . ,_ . 

^''+^ 2. 4. 6. ..(2«) ■p(l-^Ä)'.+^Vr+^-Ä''^**'"^' 

wobei man bemerkt, dass p = -\ die günstigste Annahme von i> 
ist, also 

1.3.5 ...(2»^-l) //jy:;;:^\ "+*^ V^^ y (>»^, w) 
"^"^'^ 2.4.6... (2w) \1-W ]/f+ir 
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Aus dem bekannten Satze (Compend. I, § 36) 

a (a + 1) (a + 2) . . . (a + w — 1) 
folgt für a = l, ß= l 

Lim — - — ; — /^ -. =* 0, 

2.4.6... (2 w) ' 

und da alle übrigen im Eeste vorkommenden Factoren endliche 

Grössen bleiben, so lange h das Intervall bis 1 nicht überschreitet, 

so ergiebt sich 

Lim Rn^i =0 für < Ä ^ 1 

und damit die Reihe für arc sin h. Wegen arc sin (— Ä )= — arc sin h 
gilt das Resultat weiter von /^ = bis Ä = — 1. 

§ 40. 
Reilienentwickelungen für zusammengesetzte Fanotionen. 

I. Wenn eine Function als Summe oder Product mehrerer 
anderer Functionen betrachtet werden kann, von denen jede für 
sich in eine Reihe verwanAelbar ist, so erhält man die Entwickel- 
ung der zusammengesetzten Function sehr leicht dadurch, dass man 
die Reihen für die einzelnen Functionen addirt, resp. multiplicirt. 
Aufgabe 1. Es soll die Function 

1 

1 + X + x^+ x^ 
in eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe entwickelt werden. 
Beachtet man die verschiedenen Formen 
1 



+ x' l + x^" ^\l + x'^ l + xV^l-a^' 



l+x + x'^ + x^ 1 + x l + x"" ^\l + x'l + i 
so hat man drei verschiedene Mittel zur Entwickelung der ge- 
suchten Reihe, welche für x^<,l lautet 

1 + a; -r ic 4" ^ 

Aufgabe 2. Es soll bewiesen werden, dass die Gleichung 

-1 + ^ = J-^'- ( -^ + -^-^^ + ^'- + i + ^ >' - • • • 
für alle zwischen — 1 und + 1 liegenden x gut. 



286 Unendliche Reihen. 

Aufgabe 3. Durch Multiplicatioii der Potenzreihen e<** und 
cosx entsteht eine Gleichung von der Form 

worin sich An kurz darstellen lässt, wenn die Formel 

£?i^ - (n\- (n)^tan*B + {n\tan*e - (n\tan«e + • • • 

COS Xß 

benutzt wird. Pur X'^ gsind, a «— cot erh^t das Resultat die 
einfache Gestalt 

«^fl r ' a\ -.1 ^^^^ö , z^cos20 , z^cosSd . 
e* «« ö C05 {z sm 0) - 1 + -y- + ^ ^ + ^ ^ S + ' " 

Auf analoge Weise gelangt man zu der Gleichung 

a . / . m zsind , z^sin20 , z^sinSO . 
e^^'^stnizsinO) p- + -^ - + ^ ^.3 "*" *" 

Die beiden vorigen Ergebnisse gestatten die vier Combinationen 

i U'^ose 4. ^zcose\ cos(zs%nd) « 1 + ^ ^ + — + + ••• 

^^ y V / 12 1...4 1...6 

1 / *^« .«..ftN / • a\ ^cosö , £?^cos30 , z^cosbd , 
i_(e*co,a_ g-.co,ö)co5(^5^^0) _4. ___ + ___ + ..., 

1 1.^.0 1 . . . o 

|(e»co,a_ g-,oo.a)5^^(^^^^0>) ___4. _ _ + _ - + "• 

Für « "i TT und «= -3 tt entstehen hieraus verschiedene specielle 
Reihenformeln. 

Aufgabe 4. Man soll zeigen, dass für jedes x die Ent- 
Wickelung gilt 

e'"^''^A^ + Ä^x+A^x' + A^x^+--- 



X x^ a? 

worin An und ^» die Werthe haben 

ah . a^h^ 



^'*^1.2...nl^+l.(n + l)+1.2(w + l)(w + 2) + "T 
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Setzt man die Summe der immer convergirenden Reihe 

^ + ? + (rr27 + (17273? + •••"^W' 

so kann man der vorigen Entwickelung folgende Gestalt verleihen 
e"'+ ^ _ y (ab) + (ax + J) q>'iah) + (o*x*+ ^) q>"(ab) + • • • 

n. Sehr häufig trifft es sich, dass Betrachtungen der vorigen 
Art zwar die Möglichkeit einer Reihenentwickelung zeigen, aber 
das Bildungsgesetz der Coefficienten schwer erkennen lassen; in 
solchen Fällen ist es gerathen, die Coefficienten einstweilen mit 
Buchstaben zu bezeichnen und sie nachträglich durch eine oder 
mehrere Differentiationen zu besttimmen. (Methode der unbestimmten 
Coefficienten.) 

Aufgabe 5. Es soll der Ausdruck 
[1(1 + x)f 
in eine Potenzreihe verwandelt werden. Die Reihe ergiebt sich 
direct durch Quadrirung der bekannten, unter der Bedingung 
x^<il geltenden Potenzreihe für 1(1 + x)] da sich aber das 
Bildungsgesetz der Coefficienten hierbei nicht unmittelbar über- 
sehen lässt, so setze man 

KKl + x)f^a^x^-a^x^+a^x'' 

und differenzire beiderseits. Dies giebt 

l(l + X) ^ ^ 9 , , « 

-V-r — - '^ 2a.a;— 3aoX^+ 4:a,x^'- ... 
1 + X ^ s ■ 4 

und durch Vergleich mit der in Aufg. 2 angegebenen Entwickelung 
20,= !, 3a, = i+i, 4«,= -l +i + i,... 
Setzt man zur Abkürzung 

SO hat man das Resultat 

X^<1. 

Aufgabe 6. Es wird die Beihenentwickelnng von 
[l(l + x)f 
gesucht, wobei aj^<l sein muss. 
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Setzt man 

-HKi + ^W- h^^- h^^+ h^' 

differenzirt und multiplicirt mit 1 + ^, so kommt man auf die 
vorige Entwickelung zurück, wodurch sich die Coefficienten &8,&4,&5, 
etc. bestinmien. Schliesslich ist 

-H?(l+!r)]»=f.isia;''-i-(-K+{5,)r*+Ki«x+i«* + is8)^— •, 

a;«<l. 

Auf analoge Weise lassen sich die Ausdrücke 

in Potenzreihen verwandeln, deren Coefficienten aber immer ver- 
wickelter werden. 

Aufgabe 7. Es soll der Ausdruck 

in eine Potenzreihe verwandelt werden. 

Entwickelt man (l'{-x^)~^ mittelst des binomischen Satzes 
und l(x + \/l + x^ nach Aufgabe 6 in § 38, so erhält man durch 
Multiplication 



l(x+yi + ^) 9 2,8. 16 7 



worin das Bildungsgesetz der Coefficienten schwer zu erkennen ist. 

Man setze deshalb 

l (x + Vi + x^) 2 . r, 

— , — - ^ a^x — üoX^ + ükX^ — • • •, 

Vl + X^ 18 

multiplicire beiderseits mit "[/l + rc^, differenzire und multiplicire 
nochmals mit |/l + ^^; dies giebt 

1 =« aj— (Sa^— 2a^)x^+ (öag— 403)0;*— (Ta^— ^a^x^-^ 

und hieraus findet sich der Reihe nach 



mithin 



«i-^l, «»"-«i-f^l» ^5 ^^8 5-'^ 3 5 



4 



Aufgabe 8. Man verlangt eine Potenzenreihe für den Ausdruck 
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Multiplicirt man die fär l(x-\-yi-\-x^) gefundene Reihe mit sich 
selbst, so entsteht ein Resultat von der Form 

[l (x + yi + x^)f « ay - a^x^ + a^x^ - • -, 

dnrch Differentiation kommt man auf die Reihenentwickelung der 
Yorigen Aufgabe zurück und erhält schliesslich 

nr ^ i/ -, ^ 2M » ''' 2 X* 2.4 a;« 2.4,6 x» , 

Aufgabe 9. Durch ein ähnliches Verfahren soll folgende 

Gleichung bewiesen werden 

arcsinx „ , 2 _, , 2.4 ^ , 2.4.6 _, , 
^^=^^-x + -x +~-x +j^j^x +..., 

x^<l, 
die sich auch in nachstehender Form darstellen lässt 

z ( 2 z^ 2 .4: / z^ Y \ 

'''''''""'"r+pp+3 1+7+375 irr?; + ••)' 

Ä*<00. 

Aufgabe 10. Es ist folgende Gleichung zu beweisen 

, . ,, X* 2 a;* , 2.4 a;» 2.4.6 a;» 
(arc^a:)«=.- + - - + — •- + g-^. - + •••, 

a;«<l. 
Aufgabe 11. Man sucht eine Potenzreihe fElr den Ausdruck 



( l=V 

Vi + 1^1 - xJ 



21. 

Entwickelt man zunächst ]/l — x nach dem binomischen Satze 
und benutzt nachher die logarithmische Reihe, so erhält man für 
den vorliegenden Ausdruck 

= 2{a-a: + 5i5X«+...) + i(i«' + i|x«+...)^ 

= J-x+ix*+itx»+... 

+ ä^x»+... 
+ ••• 

SchlOmilch, Uebungsbuch I. 4. Aufl. 19 
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Diese Doppelreihe erfüllt die Bedingungen, unter welchen es er- 
' laubt ist, ihre Terme nach Verticalcolonnen zu ordnen; man hat 
daher 

x*<h 
wo Oj — -|-, ^""^9 ^"~48 ^^- I^^^cl^ Differentiation gelangt 
man leicht zu der Gleichung 

, 1 + 1«!« + 2a^{)^ + SajÄ» + . . ., 

yi — X 

welche sich mit der Entwickelung von (l — x)"^ vergleichen lässtj 
das Endresultat lautet 

^,/ 2 \ 1 rr , 1 .3 »*, 1 .3.5 ic» , 

211 ) — - . — . . h • ••, 

\l+|/r=^/ 2 12. 4 2^2.4.6 3^ ' 

x^<l, 

oder auch 

2i( ^ ^.^ ^-'^ I ^-^ (^~'^)' I ^'^-^ (^-"')' I 

\l + eJ 2 1 "^2.4 2 ^2.4.6 3 "^"'^ 
< « < y 2. 

Die Substitution e — cosB führt zu einer bemerkenswerthen Formel 
fOr Icos^d. 

Aufgabe 12. Man verlangt die Entwickelung des Ausdrucks 



i- { (1 + yT^"» + (1 - y 1 - a:)»« } . 

Durch Anwendung des binomischen Satzes bringt man die ge- 
gebene Function leicht in die Form 

Wo + W« (!-«') + (m), (1 - xy + (m\ (1 - a-)» + • • • 
- Wo 

+ (♦»)» - (»»)«« 
+ W* — 2 (m\x + (m\x* 
+ We - 3 We« + 3 (m\x'- (m)«»» 

+ 

und zwar gilt diese Transformation &ix jedes x, wenn m eine 
ganze positive Zahl ist; bei anderen m dagegen muss x auf das 
Intervall bis 1 beschränkt werden. Im ersten Falle ist die 
obige Doppelreihe eine endliche und darf ohne Weiteres nach 
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Verticalcolonnen geordnet werden, wodurch ein Resultat von fol- 
gender Form entsteht 



Im zweiten Falle geht die Doppelreihe ins Unendliche fort und 
darf nur unter der Bedingung in Verticalcolonnen umgesetzt werden, 
dass die absoluten Werthe der Terme sowohl bei der einen als bei 
der anderen Anordnung convergente Reihen geben. Diese absoluten 
Werthe liefern aber, wenn die Horizontalzeilen zusammengezogen 
werden, die divergente Reihe 

Wo+ W2(l + ^) + W4(l + ^)*+ • • •, 

0<aj<l, 

mithin kann die ursprünglich gegebene Function für andere als 
ganze positive m nicht in eine nach Potenzen von x fortschreitende 
Reihe verwandelt werden. Zu demselben Resultate fuhrt auch die 
Bemerkung, dass fiir positive echt gebrochene x 

i {(1 + KT"=^r + (1 ~>/r=^)-} 

gesetzt werden kann; ist m keine ganze positive Zahl, so liefert die 
weitere Entwickelung der rechten Seite keine reine Potenzreihe, 
sondern ein Gemisch von ganzen positiven und anderen Potenzen des x, 
Differenzirt man die Gleichung 



^{{l + yi-xy+{l'-yi-x)^\^a^+a,x + a^x^+a^a^+--< 
und benutzt hierbei die Identitäten 






so erhält man leicht 



(1 + l/l - x)"^ - (1 - |/l - xY 

•= maQ + (m— 2)a^x + (m — ^) a^x^ + (w — 6) a^x^ H 

Diese Gleichung multiplicire n^an mit ]/l — rr, diflferenzire wiederum 
und mache dabei von den vorigen Identitäten Gebrauch; dies giebt 

19* 
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— w^flo + [(w — 2)^ai — w (m — l)ao]x 

+ [(w - 4.ya^ - (m - 2) (m ^Z)a,W+^-- 
Der Vergleich mit der ursprünglichen Gleichung liefert die Relation 
(m — 2Ä; + 2) (m — 2k + l) Uk^i 

und da sich aus der anftlnglichen Gleichung für a; = ergiebt 
ö^=s 2"*~\ so können a^, Og etc. der Reihe nach berechnet werden. 
Als Endresultat findet man die folgende Gleichung, worin die 
Reihe bei geradem m mit a;''", bei ungeradem m mit x^^'"~^^ ab- 
zubrechen ist, 

(1 + >^1 -- x)"" + (1 - j/l - x)"" 

m a; _^ w (m — 3) /ir y wt (w — 4) (ni — 5) /rr \® 
\4 / ■ 1.2.3 \4 / 



^-TI+ 1.2 



w (m — 5) (w — 6) (tn — 7) /^y 
1.2.3.4 \4/ " 

Ferner ist nach einer der vorhergehenden Gleichungen 



(1 + y/l - x)"^ -^ (1 - Vi - xY 
2'^yi — a; 
w — 2 a? ^ (m — 3) (m — 4) /^y 



^ i--4+ 1.2 



(m — 4) (m — 5) (m — 6) /'a* 
1.2.3 



(:-)'- 



Beiläufig sei noch bemerkt, dass man sich nun auch a poste- 
riori von der nur auf ganze positive m beschränkten Giltigkeit 
dieser Formeln überzeugen kann. So ergiebt sich z. B. aus der 
ersten Formel für w « — 1 

und für w = |- 

und diese Resultate sind unrichtig. 
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Aufgabe 13. Mittelst der gewöhnlichen goniometrischen 
Formeln erhalt man leicht folgende Gleichungen 

cos2u ^ 2cos^u — 1, 
C05 3 w = 4 cos^u — 3 cosu, 
C084tU = 8co5*w — ^cos^u + 1, 
coshu^ l^cos^u — 20cos^u + bcosu^ 
cos 6 w = 32 cos^u — 48 cos^u +18 cos^u — 1, 
u. s. w., 
aus denen hervorgeht, dass bei ganzen positiven m gesetzt werden 
kann 

cosmu = AqCos'^'u — A^cos^'-^u + -^^cos"*"*!* — • ■ ., 

oder kürzer 
cos(marccosx) « ^^a;'"— A^x'^-^^+ A^x""^^ — AqX^-^+ ••• 

Differenzirt man diese Gleichung und multiplizirt nachher mit 
Vi— x^, so findet man 

m sin (m arc cos x) 

= }/l-a;2{nt^Ä;"»-i~(m~2)J2a;'"-3+(m~4)^4ic'^*-5 }; 

diese Gleichung differenzire man wiederum, multipKcire mit Yl — x^ 
und vergleiche das Resultat mit der ursprünglichen Gleichung, 
man gelangt dann zu folgender Relation 

4:k (m — Je) A2k ^ (m — 2k + 2) (w — 2ä: + 1)^2*^2, 

welche dazu dient, um A^^ A^, Aq^ , ,, durch den vorläufig un- 
bekannt bleibenden Coefficienten Aq auszudrücken. Man findet 
m J^ w (m — 3) ^0 



A2k'^ 



w (m — Ä; — l) (m — Ä; — 2) . . . (m — 2Ä; + 1) Aq 
1.2.3...A; '¥^' 



Um Aq zu bestimmen, unterscheide man gerade m = 2n und 
ungerade m = 2w + 1. Im ersten Falle ist 

C0S2nU = AqCOS^'^U — 1- (— ly-^Azn-iCOS^U + (— l)'*^2n 



und für u ^-jn 



cosnn = (— lyA^n d. h. -^g« = 1. 
Andererseits hat man nach der Formel für -4 2*, wenn m = 2w, 
h^ n gesetzt wird. 
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mithin, weil Ain nach dem Vorigen bekannt ist, 

Im Falle m — 2n + 1 ergiebt sich 

cos(2n + l)u _ ^ ,^«^_. ... + (_ i)n^iA,n^,co8'u + {--iyA,n 

und für u = y« 

(2n + 1) cosnjr « (— l)M2n d. h. ^2n — 2n + 1. 
Andererseits hat man nach der Formel für -42*, wenn m = 2w+ 1, 
k^n gesetzt wird, 2ii + 1 Aq 

mithin durch Vergleichung mit dem vorigen Werthe von Ain 

^^«2«*« 2^-K 
In allen Fällen ist also ^o*"" 2''*-\ folglich 

tw (m — - 4) (m — 5) ,^ \«. « , 
" ^ -^ g^3 ^(2co5u)'«-6+... 

und durch Differentiation 

— : -= (2co5wr-^ (2co5Mr~^ 

, (w--3)(m-4).^ . , (w-4)(m-5)(w-6) * ^ . 

+ ^^ :P^ ^-{^cosuy-^-- ^\ , ^^ ^(2cosw)'»-'4-- 

\ , Z 1 . 2 . o 

Aufgabe 14. Man sucht eine Potenzreihe für den Ausdruck 



n + yi^x y 



worin |x eine beliebige reelle Zahl bedeuten soll. 
Da überhaupt e^ unter der Form 






dargestellt werden kann, so hat man 

hier lässt sich die in der 11. Aufgabe entwickelte Eeihe benutzen, 
wodurch die rechte Seite zu folgender Doppelreihe wird, welche 
an die Bedingung x^ <.l gebunden ist, 
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+ ••• 
Wie leicht zu sehen ist, bleibt diese Doppelreihe auch in dem 
Falle convergent, wo ihre Terme mit durchaus positiven Zeichen 
genommen werden; man darf daher nach Verticalcolonnen ordnen 
und erhält dadurch ein Resultat von der Form 



f l+Vl -Xy ^ _!_ 2_i_ 



worin die ersten Coefficienten sind 



ö^o"*!» «l"=-"T' 



Differenzirt man die vorhergehende Gleichung und benutzt die 
Identität 



so gelangt man leicht zu folgendem Resultate 

+ (^-4)og«*+(f«-6)aja!»+...|, 
ans welchem sich durch nochmalige Differentiation ergiebt 

.'(i±4^)'a-vr=5) 

- [1 Ittflo - 2 (1» - 2) a,]a; + [3 ((i - 2) a, - 4 (^ - 4) Oj]«* 

+ [5(^-4)a,-6(^-6)o,]x»+... 

Mtdtiplicirt man die vorhergehende Gleichung mit ii yl — x und 
addirt das Froduct zur letzten Gleichung, so entsteht 

'*'(^^'^— )"='**««+«'*- 2)'«i-f*(f*-l)«o> 

+ [(^-4)%-(^-2)(^-3)ai>«+... 

Man setze nun linker Hand die ursprüngliche Reihe und vergleiche 
die beiderseitigen Coefficienten; man erhält dann die Relation 
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''*'^ k((i-k) ' 4 ' 

aus welcher man, mit Oq^^I beginnend, die Coef&cienten a^, a^y 
«3 etc. bestimmt, was schliesslich zu folgendem Resultate fahrt 

n + Vi-x y 

14"^ 1.2 \4/ 1.2.3 \4/ 

fi(fi-5)(fi-6)(fi-7) /^Y^ 
"^ 1.2.3.4 \4/ ' 

Die Reihe ist dieselbe wie bei der 12. Aufgabe, sie unterscheidet 
sich aber dadurch von jener, dass sie in jedem Falle (auch bei 
ganzen positiven fi) ins Unendliche fortgeführt werden muss. 
Setzt man |^1 — a;-»l — 2je', so erhält man noch 

(1 _ ,)« _ 1 _ J ^(1 _ ^) + ^(^).«(i - ey 

-i(l/2-l)<^<+f. 
Bemerkenswerthe specielle Fälle hiervon sind 

j^ = 1 + ^-(2),.(i - ^) + i(4),^*(i - ^y 

+ -K6V»(i-.)»+-.., 

(YZrX2 - 1 + t(4)iKi - ^) + ^ (6)s^*(l - ^)* 

+ i(8V(l-^)'+---, 
Aufgabe 15. Man sucht eine Potenzreihe fiir die Function 

(x + j/i + x^y. 

Durch Anwendung der Identität ;e^"=- e^"'* und der in § 38 behan- 
delten Aufgabe 6 bringt man den gegebenen Ausdruck leicht auf 
folgende Form ^ + ^^(^ _ .,^»+ ^^^._ . ..) 

+ i^*(x«-i^*+j|:r«-...) 

+ 

worin x' < 1 sein muss. Da hier die Doppelreihe auch dann ihre 
Convergenz behält, weim alle Terme positiv genommen werden, 
so hat man für a;* < 1 
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Man diflferenzire die Gleichung, multiplicire mit yi + x% differen- 
zire noch einmal, multiplicire wieder mit yi + x'^ und vergleiche 
das Eesultat mit der anfänglichen Gleichung; man gelangt dann 
zu der Eelation 

a.+. « a. . (M- iy(Ä;'+"2) * 

Mit «0^^ anfangend, berechnet man hieraus flg, a^, a^ etc. und 
von a^^^^ II ausgehend, «g, ög, a^ etc., wodurch sich ergiebt 



(/l + x^+ xY 
-1 + -^— 2^ + 1.2.3.4 "^ + 1.2. ..6 ^ +•*' 

+ 1"^+ 1.2.3 ''^ 1.2. ..5 "" +•••' 

a;2<l. 

Lässt man — a? an die Stelle von x treten, so entsteht eine zweite 
ähnliche Gleichung, welche mit der vorigen durch Addition und 
Subtraction verbunden werden kann. 

Aufgabe 16. Es soll die Exponentialgrösse 

gi arc sin x 

in eine Potenzreihe verwandelt werden. 

Das Verfahren ist hier fast ganz dasselbe wie bei der vorigen 
Aufgabe; als Resultat findet sich 

"^ ""^^1.2'' ^ 1.2.3.4'' ^ 

+ T"+ 1:2^-"+-' 

woraus noch die Entwickelungen von 

Jlarc«naj J_ g — X arc sin x 



2 

hergeleitet werden können. 



und 
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Aufgabe 17. Es sind folgende Gleichungen zu beweisen: 






1.2 ^ 1.2.3.4 1.2... 6 ^ 



_ ft ft(^« + 1») u(ft» + 1«) (ft« + 3^) 

1 1.2.3 1.2. ..5 ■ ' 

a;«<l. 

Die Entwickelang geschieht hier nach einem ahnlichen Yer£ahren 
wie bei den vorigen Aufgaben. Durch Substitution von 



l{x+yi + x')-e 
erhalten die vorigen Gleichungen bemerkenswerthe neue Formen. 
Aufgabe 18. unter der Voraussetzung beliebiger n soll 



die Function 



(t^)'- <•+•)■('-')-' 



(i^^)' 



entwickelt werden. 

Durch Ausführung der angedeuteten MuTtiplication folgt augen- 
blicklich, dass für echt gebrochene x eine Gleichung von folgender 
Form besteht 

'"^ '1+C,x + C,x^+C,x^+---, 
-l<a;<+l, 
und dass der Coefficient C» durch die Formel bestimmt ist 

Gn = (- fi)o (f*)« - (- f*)i Mn-l + (- ^)2 Wn-2 

Hiemach sind die sechs ersten Coefficienten 

a,-2^, 

c,-2^^ 

(7,-=|(2^»+ft), 

^5=H(2ft'*+10ft»+3^), 
C6 = i(2ft''+20,t*+23^»). 
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Da die Function (1 + xY (1 — x)^^ dieselbe bleibt, wenn man x 
gegen — x und gleichzeitig fi gegen — (i vertauscht, so erklärt es 
sich, dass C2* nur gerade, Cik+i nur ungerade Potenzen von |x enthält. 

Da für hinreichend kleine x 

gesetzt werden kann, so ergiebt sich durch weitere Entwickelung 
der Potenzen von 1 — x eine zweite, etwas bequemere Formel für 
C„, nämlich 

C, - 2(m - 1)0(^)1 + 2«(« - 1), W, + 2\n- 1), ^3 + . . . 

Will man nicht jeden Goefficienten für sich (independent), 
sondern einen Coef&cienten nach dem andern (recurrirend) berech- 
nen, so diflferenzire man die Gleichung 

irZ^y^ 1 + <^i^ + C,x'+ C,x^+' ' • 

nach ic, multiplicire den erhaltenen Differentialquotient mit 1 — x^ 
und vergleiche das Product mit dem 2 fi- fachen der vorstehenden 
Gleichung; man erhält dann die Recursionsformel 

^«+^ ^+^ ' 

aus welcher man, mit Co«=l und Ci^^2fi anfangend, der Reihe 
nach C2, Cy, O4, ... berechnen kann. 

Analog der vorstehenden Formel sind die folgenden 

^«+^= ,r+i ' ^'^ n ' 

eliminirt man Cn + i und Cn^i aus diesen drei Gleichungen, so 
bleibt eine Gleichung zwischen (7„-|_2, C«, Cn-2 übrig, welche sich 
folgendermassen schreiben lässt: 

(4^2 _^ 2««) Cn - (n -- 1) (t2 - 2) Cn^2. 



Cn + 



2 • 



(n + 1) (n + 2) 

sie dient für w = 2, 4, 6,... zur Berechnung der Goefficienten 
von geradem Index, für w == 3, 5, 7,... zur Berechnung der 
Goefficienten von ungeradem Index. 
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Setzt man in der gewonnenen Entwickelung 

z 

X -= -—; ? 

2+ Z 

SO erhält dieselbe folgende Gestalt 

(l + ,). = l + C,^-+C,(^)V.., .>!. 

Aufgabe 19. Es soll die Function cos{2iiarctanx) nach 
Potenzen von x entwickelt werden. 

Durch Anwendung der Cosinusreihe und der bekannten Ent- 
wickelung von arctanx findet man zunächst, dass eine Gleichimg 
von der Form besteht 

cos (2 fi arc tan x) «= Äq — A2X^ + Ä^x^— AqX^ + • • •, 
--l<aj< + l, 

worin -4q = 1 und ^2 ^ ^ f*^ ^^- ^^ ^® übrigen Coefficienten 
zu bestimmen, differenzire man die Gleichung nach rr, multiplicire 
den Differentialquotienten mit 1 + x\ differenzire das Product 
wieder nach a:, multiplicire nochmals mit 1+ x^ und vergleiche 
das so erhaltene Eesultat mit dem Producte aus 4fi* und der 
obigen Gleichung; man hat dann 

4.(i^An^(n + l)[{n+2)Än+2-nAn)]-(n--l)[nAn-{n-2)An.2] 

oder 

(4|i i^+2n^)^n-(n-l) {n - 2)An^2 

Diese Formel stimmt mit der letzten Recursionsformel in der 
vorigen Aufgabe überein; da ausserdem Aq = Cq und A2 «= Cg ist, 
so folgt, dass die Coefficienten ^.4, Aq... identisch mit den Coeffi- 
cienten C^, Cg... sind. 

Setzt man noch 2arctanx^w, so folgt 

cos fiw; = 1 — C2 tan^ y«; + C^tan^-^ w — Cg tan^ y^ + • • > 
— • yTt < «; <+ |-7r. 

Aufgabe 20. Die Function sin {2 (i arctanx) soll nach Po- 
tenzen von X entwickelt werden. 

Behandelt man die Aufgabe ganz analog der vorigen, so 
findet man zunächst, dass eine Entwickelung von der Form besteht 



Unendliche Reihen. 301 

sin (2 fi arc ian x) ^ JB^x — B^x^ -\- B^x^ — • • • , 
-l<rc< + l, 
worin B^^ 2^1 und J^g «= -|(2 ju,^ + f*) ist. Man erhält ferner die 
Eecursionsformel 

„ _ (4^^+2t^^)^,4-i- (n-l){n-2)Bn^2 
^"+'" {n + l){n + 2) 

woraus in Verbindung mit dem Vorigen die Identität der Coeffi- 
cienten B^^ jBg, J^g ... und (7^, Cg, C5 ... in Aufgabe 18 folgt. 
Für 2arctanx ^ w ergiebt sich noch 
sin ^w '^ C^tan\w — C^ tan^l w + C^ tan^-^ w — • • •, 
^ \n<w < + \%. 
Aufgabe 21. Unter der Voraussetzung, dass für hinreichend 
kleine Werthe von x^ die Gleichung 

l {\ + a^x '\- a^x^ + a^x^ -\- ' ") 

= \x + \x^ + &8^* + ^4^* H 

bestehen kann, sollen die Coefficienten h^^ h^i \ ^^ ^6^ gegebenen 
Coefficienten a^, ag, flg etc. hergeleitet werden. 

Differenzirt man beiderseits, schafft nachher den Bruch weg 
und vergleicht die Coefficienten, so gelangt man zu den Relationen 
1 «1 = 1 &i, 
2a2 = lai&i+ 2&2, 
3a8«la2&i+ 2ai&2+ ^K 
4a4= I0351+ 2a2&2+ 3aii!>g+ 4^4, 

aus denen sich successive ft^, feg, &g etc. berechnen lassen. 

Um hiervon eine Anwendung zu machen, werde vorausgesetzt, 
dass die n Wurzeln der Gleichung 

bekannt und zwar reell seien; sie mögen z^^ z^i "-^n heissen. Nach 
einem Satze aus der Theorie der algebraischen Gleichungen ist dann 

z'^ + a^^-'^ + a2«"-2 H h an--iz + a« 

= (^ - ^1) (^ - ^2) (^ - ^3) ... (^ - ^«), 

mithin für ;8f ■= - 

X 

1 + a^x + a^x^ H h a„_ia;»-^ + ««a?« 

— (1 — z^x) (1 — i^ga:) (1 — z^x) ... (1 — Znx), 
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Nimmt man beiderseits die Logarithmen und wählt x so klein, 
dass die absoluten Werthe aller der Producte z^x^ e^oc^ . . . Zn'X echte 
Brüche sind, so kann man rechter Hand sämmtliche n Logarithmen 
mittelst der Formel 

entwickeln und erhält 

Z(l + a^x + OgÄ^H + a^x""^ 

- - T (^1 + ^2 + ^8 + h z^x 



oder, wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird, 

2(1 + «1^» + Oja^H h önaj") 

Man hat hier eine Entwickelung der anfangs vorausgesetzten Art 
und zwar ist ^ 

an+i «= an+s • • • = 0, 6* =- — r 5*, 

mithin gelten folgende Relationen 

— löi + ^i, 

— 2a2+ai5i + 52, 

« Sag + ^2*1 + «1*2 + h-t 

=- 4a4 + ag^i + «gSg + a^s^ + 54, 



Die Grössen 5^, «^i ^3 e^* lassen sich also direct aus den Coeffi.- 
cienten der gegebenen algebraischen Gleichung herldten, ohne dass 
es nöthig wäre, die Gleichung au£sulösen. 

Aufgabe 22. Unter der Voraussetzung, dass für hinreichend 
kleine ^ die Gleichung 

(l + aia; + a2^'+asa:« + ...)^ 
-« 1 + &ia? + &2^^+ ^8«*+ \^-\"" 
bestehen kann, sollen die Coefficienten \^ \^ \ etc. aus den ge- 
gebenen Coefficienten a^, a^, a, etc. hergeleitet werden. 

Nimmt man beiderseits die Logarithmen, differenzirt und ver- 
ehrt im üebrigen wie bei der vorigen Aufgabe, so gelangt man 
zu folgenden Relationen 
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4^4 = (f* - 3)«i2^3 + (2f* - ^)ash + (3f* - i)a^h + 4fia^, 

welche zur snecessiven Berechnung von &|, &2) ^s ^^* ^^^i^^ii* 
Für den speciellen Fall f* « -|- ist z. B. 

l/l + «iä; + (h^+ a^x^+ . . . 

+ (f «4- T«8«i~ iV+ re^aV- ii8«i')^*+ ••• 

wobei die CoefQcienten bald sehr zusammengesetzte Ausdrücke 
werden, deren independentes Bildungsgesetz zwar durch gewisse 
Formeln der Combinationslehre dargestellt werden kann, aber 
keinen wesentlichen praktischen Vortheil gewährt. 

Um hiervon eine Anwendung zu machen, schicken vrir fol- 
gende Bemerkung voraus. Bezeichnen a und ß <Cci zwei beliebige 
positive Grössen, so lassen sich zwei Eeihen neuer Zahlen a^, a^j 
ffg, . . . und ßiy ß2j /^8) * * * iQi^telst nachstehender Formeln berechnen 

«8 -= f («2 + ft)» ßs = "^«2^7 

SO dass inmier 



«4+1= T(a* + /?*), ßk+i'^Vai^k 
ist. Nach dieser Formel hat man 

tmd femer mittelst einer leichten Umwandlung 

CCk + l— ßk + l j_ cck— ßk ^ i 

wo Bjt einen echten Bruch bedeutet, auf dessen Werth es nicht an- 
kommt. Setzt man in der vorigen Gleichung Ä = 0, 1 , 2 , . . . (w — 1 \ 
wobei «Q =" flf, ßo'^ ß zu nehmen ist, und multiplicirt alle ent- 
stehenden Gleichungen, so erhält man 

««-/?«- (i)"(a - ß)sQS^S^...Sn^i, 
nnd hieraus folgt für w « cx>, weil (a — ß)eQ,.. fn~i imme^ einen 
endlichen Werth behält. 
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Die Grössen a» und jS« convergiren also gegen einen und den- 
selben Grenzwerth, welcher das arithmetisch -geometrische 
Mittel zwischen a und ß heisst und im Folgenden mit Jf (a, (3) 
bezeichnet werden soll. 

Um diesen Grenzwerth mittelst einer unendlichen Eeihe zu 
berechnen, setze man den echten Bruch 

^-A, mithin ^ = «i^; 
es ist dann 

a,-«j^-«(l-i + A»-X»+A* ), 



ferner, wenn für «j und ß^ die vorstehenden Eeihen benutzt werden, 
«,-«(l-i+|-A»--|i»+iii*-...) 



Auf diesem Wege fortgehend erhält man die Eeihe 

Jf (a, (S) - „(1 _ ; + |-i«_ |i»+ Ui*- ...), 

deren Coefficienten ein ziemlich verwickeltes, ^nit den bisherigen 
Mitteln nicht entdeckbares Bildungsgesetz befolgen. Beispielsweise 
findet sich fnr a — 7, jS « 3 durch directe Berechnung 
«4 = 4,78901 35832, ß^ = 4,78901 36831 ; 
denselben Werth liefert die Eeihe für er « 7 und l «= 0,4. 

§ 41. 
Näherungsweise Summirung von Beihen. 

In der bekannten Eelation 

Ü (Ji 

nehme man der Eeihe nach 

a = 0, z^ 2z^ 3;?, ... (w — 1);?, 

b = z^ 2z, 3^, 4«', ...w^; 
durch Addition aller entstehenden Gleichungen folgt dann 
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...+l?''([n-l]0 + ^n-iA 
wobei F(x) und F^x) stetig und endlich bleiben müssen von 
a; « bis x^^nz, während <^j„ ^i, O-g, ...'^»— i nicht genauer 
bestimmte positive echte Brüche bedeuten. Unter der Voraus- 
setzung, dass F\x) innerhalb des Intervalles a; =» bis x ^ nz 
fortwährend abninmit, ist weiter 

F\z)>F\z + ^^z)>F\2z\ 
F\2z) > F\2z + d'^z) > F'(3z\ 



F^{[n - l]z)>r([n - l)z + ^n--iz) > F^nz), 
und mit Hilfe dieser Ungleichungen folgt aus der vorigen Gleichung, 
dass die Summe 

F'(0) + F^z) + F\2z) + • • • +F^i[n - 1];^) 
mehr beträgt als F{nz)—F(0) 

dagegen weniger als ^ 

Z 

Bezeichnet £ einen nicht näher angebbaren positiven echten Bruch, 
80 ist hiemach 

F\0) +F'(z)+F\2z) + . . . +F'(ln - 1]^) 

z 
Für f =* -|^i ^*^ ^®°^ arithmetischen Mittel der beiden extre- 
men Werthe entspricht, erhält man einen Näherungswerth der 
Eeihensumme. 

Im Fall F(nz) und F\nz) bei unendlich wachsenden n gegen 
bestimmte Grenzwerthe convergiren, ergiebt sich ein Näherungswerth 
für die Summe einer unendlichen Eeihe. 
Beispiel 1. Die Functionen 

F{x)^arctan{f\ jp'(a;) - _i_ 

erfüllen die gemachten Voraussetzungen; fiir w— oo und f = y hat 
man daher die Näherungsformel 

Schlömiloh, Uebungabnoh I. 4. Aufl. 20 
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oder, wenn e*» | gesetzt wird, wobei | > 1 sein mnss. 

Im Falle c~"'— w erhält man ebenso wie für J « — 

V 

1 + ^2 -^ 1 + ^4"^ 1 + ^6 -fr---- 4\^_;^ V 

wobei < ij < 1 sein muss. Die links stehenden Eeihen conver- 
giren mit alleiniger Ausnahme der Fälle 5 — 1 und »? = 1 ; liegt 
nun § oder i; der Einheit nahe, so geht die Convergenz so langsam, 
dass man eine sehr grosse Gliederzahl berechnen müsste, um nur einige 
Genauigkeit zu erreichen. So ist z. B. für ^ = 1 1- oder ri = 0,9 

^-L.^ 0,00515, 

wonach die Sunmie von 50 Ereihengliedem nicht einmal zwei sichere 
Decimalstellen geben würde. In Fällen dieser Art leistet die an- 
gegebene Näherungsformel gute Dienste; sie liefert für ij •= 0,9 
die Summe 

statt des genauen Werthes 7,2060, der sich auf anderem Wege 
(mittelst elliptischer Functionen) findet. 

An das Vorige knüpfen sich noch die Nähernngsformeln 

V I *?' I ^^ I « 

l + »j» "^ l + ij^'^l+V" -»w 



7,* "^ 1 + ,,« 1 + 1,8 



+ 



1 + ,,» 1 + r,* ' l + f,'> 1 + 1,8 ' 4 

Beispiel 2. Es sei 

beide Functionen bleiben endlich und stetig von a; ■« bis zu 
jedem beliebigen positiven Werthe des x. Da femer F"{x) unter 
der Form 
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dargestellt werden kann, so erhellt, dass F'\x) immer negativ 
ist, dass also F\x) unausgesetzt ahnimmt von -Z^'(0)=»~ his 
^'(qo) -= 0. Hiemach ergiebt sich 

i + T + l + ^ + - + 



z 2z Sz (n — l)z 

1 



oder 






^ +:ir^- + :ir7^ + -.- + 



Geht man zur Grenze far unendlich wachsende n über und 
borücksichtigt das in Nr. 23 der Einleitung gefundene Eesultat, 
so erhält man 

?ri + ^ + i8^ + --Hl-*) + ^'' (C- 0,5772167). 
Für e"'— f und e — -f ergiebt sich hieraus die Näherungsformel 

Die hier vorkommende Reihe lässt sich nach Potenzen von f ordnen 
und erhält dann die Form 

darin ist, wie zuerst Lambert bemerkt hat, tn gleich der Anzahl 
der Theiler von w, incl. 1 und w; für jede Primzahl p und nur 
för diese ist daher tp = 2. 

Bei kleinen ^ convergirt die Eeihe so gut, dass man ihre 
Summe durch directe numerische Eechnung finden kann, namentlich 
wenn folgende Transformation beachtet wird« Schreibt man die 
Einzelreihen fübr 

20* 
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1-?' l-f«' 1-5»' 
einfach unter einander, so erhält man die Doppelreihe 

+ £»+£*+?•+?"+••• 



die erste Horizontalreihe und die erste Yerticalcolonne geben zusammen 

und es bleibt die Doppelreihe übrig 

+ ?*+£*+ ?'*+•• • 



J*+2J«+25»+ =-^,?*; 



Die Vereinigung der ersten Beihe mit der ersten Colonne liefert 

1 + ?^ 

setzt man dieses Verfahren fort, so erhält man statt der Lambert- 
schen Reihe die folgende 

welche bei kleinen f sehr rasch convergirt. So genügen z. B. 
für f ==* 0,4 fünf Glieder, um die Summe auf neun Decimalen genau 
zu finden, nämlich 0,968984159. 

Bei grossen, d. h. der Einheit nahe kommenden f gewährt diese 
Transformation ^ceine bedeutende Hilfe, denn z. B. fiir f «= 0,99 ist 

i±^^(0,99y««- 0,0000005, 

wonach sechs genaue Decimalstellen die Berechnung von mehr 
als 40 Gliedern erfordern. In solchen Fällen erweist sich die 
Näherungsformel sehr brauchbar; sie giebt z. B. für f = 0,99 



0,25 + 
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0,577 2157 - ^(0,0100503) 
0,0100503 



= 0,25 + 0>577 2157 + 4,6001488 ^ 

' ^ 0,0100503 ' 

und diese Summe differirt sehr wenig von dem genauen Werthe 
515,39315, der sich aus einer Correction der Näherungsformel 
findet. (Compend. d. höh. Anal. Bd. II, S. 237.) 



§ 42. 
Näherungsweise Darstellung gegebener Functionen. 

Wenn die Potenzreihen für zwei verschiedene Functionen 
in mehreren anfänglichen Termen ühereinstimmen , so ist zu er- 
warten, dass die beiden Functionen — wenigstens bei kleinen 
Werthen der Variabelen — nicht sehr von einander differiren 
werden, dass man folglich die eine der beiden Functionen als 
eine genäherte Darstellung der anderen betrachten darf. Aus 
dieser Bemerkung entspringen zwei Aufgahen: erstens, zu einer 
gegebenen Function eine ihr nahekommende zu finden, und zweitens, 
den Grad der Annäherung, d. h. das Maximum der Differenz beider 
Functionen zu bestimmen. Das folgende Beispiel wird zeigen, 
wie derartige Aufgaben zu behandeln sind. 

Beispiel 1. Die drei Constanten er, j3, y sollen so bestimmt 
werden, dass die Gleichung 

^ \'\-yx 

möglichst genau stattfindet. 

Einerseits ist unter der Bedingung ic^<l 

Kl + ^) = f ä: - 1-0;«+ ioj»- ia;*+ . . ., 

andererseits, wenn y«Ä;«<l genommen wird, 

1 + ya? 1 1 + ysr J 

« aa? — (ay — /3)ic«+ («y — ^yo? — (ay — iS)y*a;*-j ; 

setzt man in beiden Reihen die Coefficienten von a*, x^ und x^ 
gleich, so hat man drei Gleichungen zur Bestimmung der drei Un- 
bekannten er, j3, y und erhält a=«l, |3=»y, y^-f- Demnach ist 



310 Unendliche Reihen. 

--ia-4)«'-(i-ä)«'+tt-Ä)«'--i. 

und zwar müssen hier die Bedingungen »*<!, ya;^<l gleich- 
zeitig erf&llt sein, wozu x^<l genügt. Für die letzte Eeihe gilt 
nun die Bemerkung 

(i-f)»^+(f-^K+(i-84)«'+- 

und es ist daher 

WO Q zwischen und \ liegt. 

Dasselbe Verfahren gestattet folgende kleine Modification, die 
meistens bequemer sein dürfte. Man setze 

mtQtiplicire mit 1 + yx und substitoire für 1(1 + x) die gleich- 
geltende Potenzreihe; es ist dann 

(1 + yx)B 

Wählt man a, ft y so, dass die Coefficienten von a*, x^ und x^ 
verschwinden, so wird 

(3 + 2.)B— (ylj^- jl^^+ JL.._ ...). 

Die Summe der eingeklammerten Eeihe beträgt weniger als 

und daher kann für jedes echt gebrochene x 



gesetzt werden. 



^-- ii-x)t + 2xy •^<^<^ 
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Beschränkt man x auf positive Werthe < -| , so ist in der Reihe 

1 4 25,3. 

■a;*— - — -x^ + 



3.4 4.5 5.6 

gleich von Anfang her jeder Term »grösser als sein Nachfolger, 
also die Summe der Reihe <i^x\ und der absolute Werth des 
Restes B kleiner als ^ 

12 3 + 2ic^»«^' 
oder 

B^-qx\ 0<9<^. 
So ergiebt sich z. B. für x = 0,3, wenn for q das eine Mal sein 
grösster Werth ^, das andere Mal sein kleinster Werth Null ge- 
setzt wird. , 

' 0,262 275 <l{lfi) < 0,262 500, 

während der wahre Werth ist Z (1,3) = 0,262 3643. 
Beispiel 2. Die allgemeinere Voraussetzung 

^ ^ 1 + yx + dx^ 

liefert für a, jS, y, ö die Werthe 

a-1, /?= f, y«l, ^ — i, 
mithin , 

Man findet ferner 

und hieraus für jedes echt gebrochene x 

ox^ 
^"(6 + 6^+^(1^' °<^<^- 
Wird dagegen a; auf positive Werthe < -| beschränkt, so ergiebt sich 

R^QX', 0<Q<^' 

Im Falle x = 0,3 ist hiemach 

0,262 3574 < ?(l,3) < 0,262 3709. 
Beispiel 3. Setzt man 

/l + aj\ xjlö-ix') 



so findet sich 



^° (l-.)T5-3.») ' ^<^<-^^- 
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Beispiel 4. Geht man von einer ähnlichen Annahme wie 
im zweiten Beispiele aus, so erhält man 



(6- ^x + x^)B^ 



x^ . x^ 



3.4 ' 1.4.5 • 1.2.6.7 ' 1.2.3.7.8 



mithin 






12[(a;-2)2+2] 

wo Q zwischen iind ^ liegt. Durch Suhstitution dieses Werthes 
ergieht sich 

6 — 4a; + ÄJ^ 1 — qx^ ^ ^ ^ 24 

Beispiel 5. Durch ein ähnliches Verfahren wie bei dem 
vorigen Beispiele erhält man unter der Bedingung a;^ < 1 

^ ^ 6 — 4(fA — l)a; + |ii(|it — l)a;^ 

und 
[6 - 4(^ - l)a; + fi(|^ - l)x']R - (7^ic*+ ^5^^+ ^6^^«+ • • -, 

worin die Coefficienten O4, C5 etc. durch folgende Formel bestimmt 

sind: 

C„ - 6 (fi)« - 4 (ft - 1) (fi)n-i + ^ (^ - 1) (^),_2. 

Vermöge der Werthe der Binomialcoefficienten findet man weiter 
, («-2)(n-3)(ft + l)(ft+2) 

c'» - w»-^ (iT^ny^i 

mithin 

.(,+ 2)(,+ l>(.-l){(^V+(^x^+^.«+.| 

Die Grenzen, zwischen welche dieser Ausdruck gebracht werden 
kann, hängen von der Beschaffenheit des Exponenten (i ab. Ist 
derselbe ein positiver echter Bruch, so wird 
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- [6 + 4(l-|it)a;-|ii(l- fi)a;TE 

^^-TfiAx f*;f*«^|3^4 1 45-r 12 5.6 r 

unter der Voraussetzung, dass x zwischen und -j liegt, beträgt 
jeder Term der Reihe mehr als sein Nachfolger, daher ist die 
rechte Seite positiv und kleiner als 

Zufolge dieser Bemerkungen ergiebt sich 

r-, . ^u 6 + i4: + 2ti)x-Qx* ^ ^ ^ , 

(^ + ^>^- 6 + 4(i-^>-Ki-^K ' o<,<i, 

wobei die für ^ und x erwähnten Bedingungen fest zu halten sind. 
Hiernach ist z. B. 

ß + 5X — QX^ 



Beispiel 6. Mittelst der bisherigen Methode findet man 

12 -5a;« , „ 
^''^""12+^ + ^' 



1.2. ..61 



(l2 + x^)B 

„ 4.11 g , 6.13 , 8.15 e , 

9 — — — x' H X* X* 4- 

7.8 ^7.8.9.10 7... 12 ^ 

,2^ |52 



und far den Fall, dass a!*<^ ist, 

^1.2... 6 12+a;«^480 
Innerhalb der Grenzen bis -f« darf also gesetzt werden 

12-5«« . ^ ^ ^ , 

cosx - 12 _|. ^2 + gx«, 0<Q<;^- 

Beispiel 7. Behandelt man den Sinus auf gleiche Weise 
und ersetzt im Zähler von B die Zahl 11 durch die grössere 12, 
so findet man gleichfalls zwischen den Grenzen und -f-« 
x(Q0-7x^) , , ^ ^ ^ , 

Beispiel 8. Unter der Voraussetzung eines positiven, weniger 
als 0,9 betragenden x ist 
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arctanx 15 4. 9a;2 "^^^^ < 9 < ^V 

oder auch, wenn der Bogen t*<arc 4 1^69' genommen wird, 

16 - 11 sin^u , ^7 rv ^ ^ 1 

16 — 65tn*t* ^ ' ^^^43 

Beispiel 9. Nach der bisherigen Methode findet man, echt 
gebrochene x yoransgesetzt, 

a: (60 -17a;*) . ^ 

arcsinx « —^ ^^ »^ + i?, 

60 — 27ic* ^ ' 

(60 - 27x^)B 
1.3 c.ir'' , 1.3.5 CgX^ . 1.3.5.7 Cj.a;" . 



2.4 6.6.7 2.4.6 7.8.9 ' 2.4.6.8 9.10.11 ' ' 
worin die mit c^, c^ etc. bezeichneten Coefficienten Tinter der Form 
Cn=3(w- 5)(lln-16) 

enthalten sind. Beachtet man, dass llw — 16<llw — 11 ist, 

so ergiebt sich 

Cn ^ 33(n~5) ^ 

(w — 2) (w — l)n (w — 2) w ' 
mithin 

(60-27Ä;*)i2 

8 «« 7/ 2 , 5 4 . , 5.7 6 . , \ 

<r 4 •33a;'l • x^A • x^A 1 

^» \5.7^6 7.9 ^6.8 9.11 ^ / 

^* \5.7^7.9 ^9.11 ^ / 
Wie leicht zu sehen ist, besteht immer die Ungleiohung 

(2 m 4- 3) (2 w + 5) ^«' 
Tind daher ist 

(60 - 27«*) Ä < ga;^ (1 + »* + SB* + »« + . . •), 
oder 

^<-*o (60 - 27a;*) (1 - ic«) ^ *» 1-«« 
Damit gelangt man zu dem Endresultate 



a;(60-17a;>) , oa;' „ ^ ^ , 
arcsinx= ^^^ _ ^^^/ + — — ,, < 9 < ^o' 



oder 
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ßOsinu -- llsin^u , gsin^u ^ . 

60 — 27 sin^u cos^u ^"f ^^o 

wobei u zwischen und ^n liegen muss. 

Beispiel 10. Es soll die Genauigkeit der Näherungsformel 

3x 
arcstnx 



2 + l/l — ä;2 
untersucht werden. 

Setzt man 

aresin 



3 + «* ' 



so erhält man yermöge der Beihen für arcsmx und Yl — x* 
,. . j,_ 1 1.2., 1.3 3.4,, 1.3.5 6.69, 
^^ ' 2.4 3.5 ^2.4.6 5.7 ^2.4.6.8 7.9 ^ 

mithin 
Demnach ist 

oder auch, wenn arcsinx ^ u gesetzt und u auf den ersten Qua- 
dranten beschränkt wird, 

Ssinu , gsin^u ^ ^ . 



2 + cosu cos^u ^ *** 

Von dieser Formel lässt sich eine Anwendung zur graphischen 
ßectification von Kreisbögen machen Ist nämlich (Fig. 72) AB 
ein gegebener Bogen Fig. 72. 

des mit dem Eadius ^ OB^-^^^B' 

AC beschriebenen / ^--'" " / \ Z^^^^, 

Kreises, so nehme man ..-^zZlll... — /- J V— -Ul^"-> 

längs ^C die Strecke ^ ~ ^' "a. ""C" ^D' 

AD ^ S , AC^ lege in A eine Tangente an den Kreis und ziehe 
die Gerade DJ5, welche die Tangente in E schneidet; für A(7=- 1, 
Are aB = u ist dann ^ . 



2 + cosu 

mithin nahezu AE^arcAB, So lange der Centriwinkel ACB 
nicht mehr als 30^ beträgt, ist der hierbei begangene Fehler 
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weit geringer als die bei Zeichnungen überhaupt unvermeidlichen 
kleinen Fehler; bei grösseren Centriwinkeln rectificirt man die 
Hälfte oder sonst einen passenden Theil des Bogens und nimmt 
von ÄE das entsprechende Vielfache. Wie die Figur zeigt, kann 
man dieses Verfahren auch umgekehrt anwenden und mittelst des- 
selben einen gegebenen Kreisbogen auf einen zweiten Kreis über- 
tragen, so dass arcÄB' ^ arcAB ist. 

Beispiel 11. Es soll die Genauigkeit der Gleichung 

untersucht werden, wobei x einen positiven echten Bruch bedeutet. 
Für die Differenz zwischen der linken und rechten Seite 

findet man 

1.3.5.7/1 J^^l, 3.5. 7X 
2.4.6.8 \4 ^32 2.4.6.8/ 

1.3.5.7.9 /l 1 1.3.5.7.9 \ 5 
2.4.6.8.10\4 "^64 2.4.6.8.10/ 

1.3. ..11 /1 1 1.3... 11 \ 

2.4... 12 \4 ^ 128 2.4... 12/ 

ferner 

^ ^ 1.3.5.7 4/9,9 , 9 . , \ 

— B < x^[ — .-4 X -i x^+ "] 

^2.4.6.8X32^32^32^ / 

d.i. 

315 a^ 1 ix^ 

4096' 1-x n' 1-x' 
wonach gesetzt werden darf 

Beispiel 12. Es soll die Genauigkeit der Gleiclmng 

_ riV^ _ fil^V^ _ (l^lllY^ _ 
\2/ 1 \2.4/ 3 \2.4.6/ 5 

untersucht werden, wobei a; einen positiven echten Bruch bedeutet. 
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Man findet für die Differenz beider Seiten 

SO dass gesetzt werden darf 

In der Lehre von der Rectification der Curven wird sich zeigen, 
dass die obige Näherungsformel zur approximativen Rectification 
der Ellipse benutzt werden kann. 

§ 43. 
Die Auflösung transoendenter Gleichungen. 

Die Beispiele des vorigen Paragraphen haben das Gemeinsame, 
dass eine transcendente Function näherungsweise durch eine al- 
gebraische Function ausgedrückt ist; hiervon lässt sich auf folgende 
Art Gebrauch machen zur Auflösung transcendenter Gleichungen. 

Es bedeute F(x) eine aus algebraischen und transcendenten 

Bestandtheilen zusammengesetzte Function (z. B. x —■ cosx^ — r=r 
und dergl.) und es sei die Gleichung '^^ 

F(x) « 
aufzulösen; ersetzt man hier die transcendenten Bestandtheile durch 
die ihnen nach § 42 nahezu gleichgeltenden algebraischen Aus- 
drucke, so verwandelt sich die gegebene transcendente Gleichung 
in eine algebraische Gleichung, welche nach den gewöhnlichen 
Methoden aufgelöst werden kann. Der so erhaltene Werth von a*, 
welcher ^ heissen möge, ist selbstverständlich nur ein Näherungs- 
werth und bedarf in der Regel noch einer kleinen Correction. Um 
diese zu finden, berechne man zuerst i^(|), welches nicht genau 
= 0, aber auch nicht viel davon verschieden sein wird; der er- 
haltene Werth sei e, also F^^'i — * 

Man setze femer a? = S + ^i wo d die Correction bedeutet, und 
beachte, dass bei kleinen S nahezu F(i + d) ^ F(^) + SF'(^) 
ist; man hat dann j^n\ ^ SF\^) «- 
mithin wegen der vorhergehenden Gleichung 



d 



F'(0 
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Der hieraus folgende Werth von ö ist nicht absolut genau, mit- 
hin I + ^ nur ein zweiter Näherungswerth von 2:; man kann aber 
diese Yerbesserungsmethode beliebig oft anwenden und dadurch 
dem wahren Werthe des x so nahe kommen, als es der Zweck 
der Rechnung erheischt. 

Beispiel 1. Es soll die Gleichung 

aufgelöst werden. 

Abgesehen von der Wurzel a; — giebt es noch eine zweite 
Wurzel zwischen -| und 1, wie aus dem Gange der Function 
l(l-\- x) ■— -jx leicht zu ersehen ist. Wegen des echt gebrochenen 
X kann man die vorliegende Gleichung durch die folgende ersetzen: 

6 + 6a; + rr» * "' 
welche giebt 

ÄJ = j/3 - 1 - 0,73 205. 

Wird dieser Werth mit ^ bezeichnet, so ist 

s - l (|/3) - J (]/3 - 1) - 0,549 306 - 0,549 038 -= 0,000 268 
und hieraus folgt als zweiter Näherungswerth 

X « 0,73 360, 
welcher auf fünf Decimalstellen richtig ist. 

Beispiel 2. Man verlangt die Wurzel der Gleichung 
xe- 2«0. 

Aus dem Gange der Function rre*— 2 erkennt man, dass die ge- 
suchte Wurzel zwischen und 1 liegt; mittelst der im vorigen 
Paragraphen entwickelten Näherungsformel für c* findet man als 
ersten Näherungswerth a; « -f und als zweiten 

X - 0,8526. 

Beispiel 3. Es soU die Gleichung 

X — cosx -= 
aufgelöst werden. 

Da der gesuchte Werth zwischen und ^n liegen muss, so 
lässt sich die im vorigen Paragraphen für cosa; entwickelte Näherungs- 
formel anwenden. Man erhält zunächst die cubische Gleichung 
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Ä;«+Öa;2 + I2a?-12 «0, 
hieraus als ersten Näherungswerth a; = 0,739 = arc 42^21' und 
nachher durch Verbesserung 

a;«arc42«20'47"3. 
Beispiel 4, Für die Wurzel der transcendenten Gleichung 

1- (1 + X^) (08X^0 

findet man als ersten Näherungswerth 

und durch Verbesserung 

X - 1,102 506 «arc 63^^10' 8" 2. 
Es ist dieser Werth nicht der einzige, welcher die gegebene 
Gleichung befriedigt. Die Wurzeln desselben lassen sich nämlich als 
die Abscissen der Punkte betrachten, in denen sich die beiden Curven 

y^cosx und y^ jj—,2 

schneiden, und hieraus folgt durch blosse Anschauung der Curven, 
dass unendlich viele positive und negative Wurzeln vorhanden sind. 
Die positiven Wurzeln Xq^ x^^ x^ etc. liegen folgendermassen 
aro'^O, 0<Xi<^7t^ 

■| 7C <ir2< 27r, 27C < aJg <-| tt, 

l Ä < a;4 < 47r, 47i; < äJj < | tt. 



Die negativen Wurzeln haben dieselben Werthe, aber das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. Femer übersieht man leicht, dass die 

Differenzen 

rra-ljr, iTg- l-TT, x^- ^n, arg-fTr,... 

welche alternirende Vorzeichen besitzen, rasch abnehmen, dass 
folglich Xn+i—Xn gegen die Grenze convergirt. 

Um x^ zu finden, setze man x^^^ f ^ + ?j wodurch 

. , 1 

'''^^■"l+d^r + O« 

wird; man hat dann wegen der Kleinigkeit von § näherungsweise 

S-i + (|„)«' ^^^ '.-•f «+! + (!„)»' 

und durch weitere Correction 

iCg« 4,754 761 « arc272^25'39"8. 
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Auf gleiche Weise findet sich 

ir,-= 7,837 964 -arc 449 <> 4'56"l, 
rc4« 11,003 766 - arc 630*^28' 9" 6, 
aTß = 14,132 185 - arc 809<>42'52"4, 
Xq — 17,282097 « arc 990®ll'28"3, 
u.. s. w. 
Beispiel 5. Um die kleinste positive Wurzel der Gleichung 
u — cotu « 
zu finden, benutze man für t« die im 10. Beispiel des vorigen Para- 
graphen entwickelte Formel; als ersten Näherungswerth. erhält man 

cosu ^ oder u — arc 49^21' 

4 

und durch Verbesserung 

w-arc49^17'36"5. 
Die obige transcendente Gleichung besitzt übrigens noch unendlich 
viele andere Wurzeln. 



Capitel XII. 



Functionen und Reihen mit complexen Yariabelen. 

§ 44. 
Die einfachen Functionen complexer Variabelen. 

1. Bezeichnet i die imaginäre Einheit V^— 1, so ist x + iy 
die allgemeine Form einer complexen Variabelen; x^ + y^ heisst 
die Norm dieser Variabelen, Yx^+y^ ihr Modulns, wobei die 
Wurzel jederzeit im absoluten Sinne genommen wird. 

Setzt man femer 

tand ^ — oder 6 = arctan h Jen, 

X X ' 

wo Je irgend eine ganze Zahl bedeutet, so lässt sich die complexe 

Variabele immer auf die Form 

X + iy := r (cos 6 + i sin 6) 

bringen; 6 heisst dann die Amplitude der Variabelen. 

2. Addition, Subtraction, Multiplication und Division com- 
plexer Variabelen werden ebenso ausgeführt, wie bei reellen Varia- 
belen, nur hat man dabei auf die Gleichungen i^« — 1, i^=» — «, 
** =» -f- 1 , i^ == + i u. s. w. Eücksicht zu nehmen. Falls die com- 
plexen Variabelen durch Modulus und Amplitude ausgedrückt sind, 
können Multiplicationen und Divisionen mittelst der Formeln 

r^ (cos di + i sin d^) . r^ (cos 02 + i sin d^) 

^ r,r, [cos (0, + 6,) + isin (6, + 6,)] 

r^(cosdi + isindi) r^ ,^ A \ i • • /ö «m 
-LI — ^' . . J-{ «= -^ [cos (öl — öo) + * sin (öj — öa)] 
rci(cGsd^ + tsmd2) ^2 

ausgeführt werden. 

3. Um eine complexe Zahl auf einen reellen ganzen positiven 
Exponenten zu erheben, drückt man die Basis durch Modulus und 
Amplitude aus und hat 

(x + iyY = [r (cos Q + isin 0)]"* = r"' (cos mQ + isinmQ), 

Sohlömiloh, Uebungsbuch I. 4. Aufl. 21 
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Ist der Exponent ein positiver, auf seine kürzeste Benennung 
gebrachter Bruch — ? so hat die Potenz n verschiedene Werthe^ 
welche aus der Gleichung 

\r{cos9 + %8%nd)Y «=r* jco5 h %8%n \ 

m 

für Ä — 0, 1, 2, 3, ... (n — 1) hervorgehen. Dabei ist r" im ab- 
soluten Sinne zu nehmen. 

Potenzen mit negativen Exponenten werden mittelst der De- 
finition 

auf Potenzen mit positiven Exponenten zurückgeführt. 

Nach dem Vorhergehenden sind die «Wurzeln der Gleichung 

bei geraden n folgende: 



+ 1, 

2% ^ , , 27t 

cos [-tsin — 1 

n n 






27t 

cos 

n 


. . 27t 

' tsin — » 
n 


47i; . . . 47r 

cos 1 1 stn — 1 

n n 






4:7t 

cos 

n 


. . 4« 

■ tsm — » 
n 


67r , . . 67r 

cos h * sin — » 

n n 




n 

-j cot 


6tc 

cos 

n 


• tstn — ) 
n 


(n-2)7r . . . (n- 

cos- \' tstn 

n fi 


n 


n 


i ungeraden n sind sie: 




+ 1, 







27t , . , 27t 27t . , 27t 

cos h tstn — 1 cos tstn — » 

n n n n 

4k7t , . . 4« 4jr . . 47r 

cos h tstn — ) cos tstn — j 

n n n n 

&7t . . . &7t ß7t , . 6ä 

cos ttstn — » cos tsm — > 

n n n n 

(n-'i)7t , . . (n — l^Tt (n — 1)« . . (« — l)7C 

cos- — h tsm- ^— > COS' tsm- — 

n n n n 
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Ferner hat die Gleichung 

£;'» = - 1 . 
bei geraden n folgende Wurzeln: 

cos i-tstn — ) cos is%n — i 

n n n n 

Ö7C . . OTT OJt . , 07C 

COS \r ism — ? cos ism — > 

n n n n 

6n , . . Ötc bn . . Ötc 

cos 1 ism — ) cos tstn — > 

n n n n 



(n—l)7t , . . (n--i)7C (n—l)7C , . (w— l)« 

cos- h t sin ^— j cos- i stn ^ ^— j 

n n n n 

dagegen bei ungeraden n: 

-1, 

TU , , . JE 7C . . 7E 

COS h tsm — ? cos tsm — ? 

n n n n 



cos \- ts%n — 1 

n n 


Stc 

cos 

n 


tstn — > 
n 


OTt , . . 57C 

cos [■ tsm — ) 

n n 


cos 

n 


. . bn 

tstn — ) 
n 



(n—2)7t , . . (w — 2)7C (n—2)7C . . (w — 2)7C 

cos- h ^stn ^— j cos- tstn — 

n n n n 

Bei complexen z^ und e^ &^^ ^^^ ^^^z 

ohne Einschränkung, wenn (i eine positive oder negative ganze 
Zahl ist; bei gebrochenen fi bleibt er insofern richtig, als jeder 
Werth von z^^, multiplicirt mit irgend einem Werthe von 02^^ 
wieder einen der Werthe von (ziZ^Y giebt. 

4. Die Exponentialgrösse c*+»y wird durch die Gleichung 



----^((■+^)'i 



definirt, worin m eine unendlich wachsende ganze positive Zahl be- 
deutet; die Ausfuhrung des angedeuteten Grenzenüberganges liefert 

e*+»y — ei^{cosy + isiny). 

21* 
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Hieran knüpfen sich die speciellen Gleichungen 

e*y — i cos'y + i siny, e"*^ ^ cosy — i siny^ 

= cosy. — « sin y. 

Allgemeiner ist bei reellen positiven a 

a*+»y-= a'[cos{yla) + isin(yla)]. 
Die Gleichung . . ... 

gilt für alle complexen e^ und jSg. 

5. Bezeichnet Xf den allgemeinen Logarithmus ' von f, d. h. 
irgend eine reelle oder complexe Zahl z^ welcher die Eigenschaft 
c*= f zukommt, so ist bei positiven § 

Z(| + iri) = i7(§*+ i?0 + ^ jarctow^ ± 2Ä7t] , 

worin k irgend eine ganze Zahl bedeutet; bei negativen | ist 

X (I + iv) - vK^^+n^) + « [arctan ^ ± (2k + l)«} . 
Specielle Fälle hiervon sind 

X(+ 1) - ± 2fc7r«, Z(- 1) = ± (2k + l)7ti. 
Die Gleichung ^(j^^^) ^^^^^ + ^f^ 

gilt allgemein, wenn die Vieldeutigkeit von Zf beachtet wird 
(ähnlich wie am Ende von Kr. 3). 

Eine häufig angewendete Formel ist noch 

l.Lß^)^arctan^±2hn, 
2% X^ — iri/ I 

wo Ti eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 

6. Die in Nr. 4 fiir cosy und siny angegebenen Formeln 
dienen als Definitionen des Cosinus und Sinus einer beliebigen 
complexen Variabelen; sie geben 

cos [x + ly) = cosx — t stnx^ 

s%n (x + ly) = svnx +t cosx^ 



und specieller 



,. V ey+e-y . ,. . .cy~e-y 
cos (xy) « ) s%n [xy) = % 
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Die beiden Functionen 

ev+e-y , ey—e-y 

und 

2 2 

nennt man den hyperbolischen Cosinus resp. den hyperbo- 
lischen Sinus und bezeichnet sie entweder mit Ko^y und @iny 
oder zweckmässiger durch cshpy und snhpy. Demnach ist 

cos (iy) = cshp y^ sin (iy) = i snhp y 
und 

cos {x -f iy) = cos x cshp y — isinx snhp i/, 

sin (x + iy) ^ sinx cshp y + icosx snhp y. 

7. Für die übrigen goniometrischen Functionen benutzt man die 

gewöhnlichen Definitionen 

1 , sinz 

secz =^ ? tan z •= u. s, w. 

cosz cosz 

und erhält 

/ . . \ ^ iey -{- e''^) cos X + i Uy — e" y) sin x 

SeC (X + ty) =r^ 2 TT^ TT- — ^^ ? 

ö^vy -rw ^ e^y+e-^y+2cos2x 

__ cosx cshp y + isin xsnhp y 
cos2x + cshp2y 



^ . , .. 2sin2x-\-i(G^y—e-^y) 
^"^(^ + ^^) - e^y+e-^y+2cos2x ' 
sin2x -{- isnhp2y 
cos2x + cshp2y 
/ . .\ ^(ey+ e—y)sinx — i(ey— e-'^)cosx 

__ sin X cshp y — icosx snhp y 

cos2x •— cshp2y 
,. , . , 2sin2x — i(^y— e-^y) 
<^<'' + ^y)- e^v+e-^/-2co.2. ' 

sin2x — isnhp2y 
cos2x — cshp 2y 
Die goniometrischen Formeln für sin (z^ + Z2), cos (z^ + ^2) ^- s- ^' 
gelten ebenso bei complexen wie bei reellen z^ und Z2. 

8. Unter Are sin ^ versteht man jede reelle oder complexe 
Zahl j?, welche der Gleichung sinz ^ i genügt; wird zur Ab- 
kürzung gesetzt 
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wobei alle Wurzeln im absoluten Sinne genommen werden müssen, 
und bezeichnet man femer mit n eine beliebige positive oder ne- 
gative ganze Zahl, so sind alle Werthe von Are sin (i^ + irf) in 
folgenden zwei Formeln enthalten: 

Are sin (^ + ti/) — 2n» + aresin T + i.l{S + 1/5^—1), 



Aresin (| + iri) « (2n + l) ä - aresin T- i.KS + YS^-l). 
Der kleinste dieser Werthe möge mit are sin (| + irj) be- 
zeichnet werden, nämlich 

arcsin(^ + i,i) « aresin T+i.l{S + l/Ä*— l); 
die bekannten Formeln 

Aresin S ^ 2nn + are sin f, 
Are sin t « (2w + l) ä — are sin f 
gelten dann gleichmässig fiir reelle und complexe f. 
mr ri^^O, |*>1 wird Ä«S, T'^l daher 

aresin^-- f « + « . K^+V ^^-l) , 4'> 1; 
für 5 « und beliebige t/ wird Ä = "Kl+V, T i= 0, mithin 
are sin (iri) '-^ i .1 (VT+^ + i?). 
Versteht man unter Are cos t jedes der Gleichung cos z ^ t 
genügende je:, so kann man alle Werthe von Are cös (; + ii/) durch 
folgende zwei Gleichungen darstellen: 

Arccos{i + iri) ^ 2n7C + arceosT — i .1{S + ^S*- 1), 
^rc cos (I + iv) "^nn — arccosT+i,l{S + V^*— l), 
worin «, /S und T dieselbe Bedeutung haben wie vorhin. 
Definirt man are cos (^ + irj) durch die Formel 

are cos(^ + irj) ^ arecosT- i .l(S + YS^—l), 

so ffilt die Relation ^ , ^ . 

Are cos J = 2 wä ± are cos f 

gleichmässig für reelle und complexe f. Ebenso bleibt die Formel 

are sin ^ + arceosi== ^^ 
für reelle und complexe f richtig. 

9. Jedes der Gleichung tanz^^ genügende werde mit 
Are tan i bezeichnet; sämmtliche Werthe von Are tan {i + *^) sbd 
dann in folgenden zwei Formeln enthalten: 
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Arctan(^ + iri) = wjr + i arctan ^_/v2 , ^2) 

-Are to»2 {^ + iri) ^ nn + y I ^ — arctan -r^— — 2"I~r [ 

+ 4a|«+(l-^)''J' ^+''>1' 
worin w eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Die für w — entstehenden Werthe mögen arctan{^ + it}) 
heissen, nämlich 

die Formel ^^+i?'>l; 

Are tan f = wtt + «^c tow f 
gilt dann gleichmässig für reelle und complexe J. 
Für I « folgt 

arctan(iri)^jl[i^j^yy n^<l, 



arc 



'"«(«')-f + T'[(^n n'>^: 



die Function arctan(iri) ändert sich demnach sprungweise an den 
Stellen 1? «= ± 1. 

Versteht man unter Are cot ^ jedes 0^ welches die Eigen- 
schaft cotg'^t besitzt, so bestimmen sich die Werthe von 
Arc cot (j^ + ifj) durch folgende zwei Formeln: 

Arccot(^ + i?^) = «TT + -^ jjr — arccot ^^-r — —\ 

Arc cot (I + itj)=- nit+ \ arc cot ^ 

worin n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
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Dem Werthe ««0 entsprechen die speciellen Functionswerthe 

es ist daher allgemein für reelle und complexe f 

Are cot J « «TT + arc cot f 
und ebenso, je nachdem f positiv oder negativ ist, 

arc tan J + «^c ro^ f = ± ~-7t. 
Auch von der Function arc cot (tri) S^^ ^® Bemerkung, dass sie 
an den Stellen i? = ± 1 Unterbrechungen der Contrnuität erleidet. 

§ 45. 
Heihen mit complexen Variabelen. 

Eine unendliche Eeihe, deren Tenne complexe Zahlen sind, 
heisst convergent, wenn sowohl die reellen als die imaginären 
Bestandtheile aller Terme, für sich genonmien, convergirende 
Eeihen geben; in jedem anderen Falle heisst die Reihe divergent. 
Zur Convergenz der Reihe 

(uq + Ivq) + (wi + iVj) + (u^ + iv^)-\ 

gehören also die beiden Bedingungen, dass die zwei Reihen 
Wo+Wi + t^2 + %H ) 

^0+^1+ ^^2 + «^8 H ? 

gleichzeitig convergiren. Sind ü und V die Summen der letz- 
teren Reihen, so nennt man U-{-iYöie Summe der obigen com- 
plexen Reihe. 

Beispiel 1. Es soll die Reihe 

für den Fall eines complexen 0^ nämlich 

. ^ r (cos d + isin 6) 

summuTi werden. 

Die beiden Reihen sind hier 

-^rcosd + ■^r^cos2d + -^r^cos'öd + • •, 

-f r5iw0 + -^r^sin2e + -^r^sinSO H , 

dieselben convergiren unbedingt, wenn schon die Reihe 
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convergirt, d. h. wenn r^<l ist; auch sind dann ihre Summen 
stetige Functionen von r. Nennen wir sie U und F, so erhalten 
wir durch Differentiation 

^^cosd + r cos 20 + r^cos 30 + • • , 
dr 

d. i. nach den Formeln in § 35, Nr. 14 
du cos 6 — r 



dr 1— 2rcosO + r^ 
wofür geschrieben werden kann 

dU _ d[- ^l(l-2rcose + r^)] 
dr dr 

Zufolge des in § 37 unter d) erwähnten Satzes folgt nun 

U 1-^(1 - 2rcosd + r2) + Consf, 

und wenn man beachtet, dass die mit U bezeichnete Eeihe für 
r = verschwindet, so erhält man Const = 0, mithin 

-^l(l-2rcosd+r^)^-\-rcosd + -^r^cos2e + ^r^cosSe+" 

r^<l. 

Mittelst desselben Verfahrens findet sich 

r sifi u 

arctan- ^ «= yrsind + ^r^sin2d + 4- r^ 5m 30 + ... 

l — rcosd ^ o ^/ ^ 

Setzt man wieder r (cos d + isind) =^ und beachtet die Eelation 

— ^1(1'- 2r€osd + r^) + i arc tan 7.- 

^ ^ 1 — rcosü 

= - 2[1 - r(cosd + isind)] « Z^-^), 

so gelangt man mittelst der obigen Gleichung zu dem Eesultate, 
dass die Eeihenentwickelung 

auch für solche complexe z gilt, deren Modulus weniger als die 
Einheit beträgt. 

Beispiel 2. Es soll die Eeihe 

^ "^ T "^ 172 "*" r72~~3 "*■ ■ ■ 

fte den Fall « — r {cos d + i sin 0) summirt werden. 
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Die obige Reihe convergirt für jedes r und 6 und zerfällt in 
_. . , rcosd . r^co$2d r^cosdO , 

^"^ + "T- + "T72" + 17273 +•••' 

r^ind r^sin20 r^sinSO 
y H* -| -4- -f- . . . 

1^1.2^ 1.2.3 
Man bemerke nun, dass folgende Oleichungen gelten 

-_ « Ucosd — Vsind, -- « Usind + Vcosd, 
ar ar 

aus welchen sich die Relationen ergeben 

Diese können einfacher dargestellt werden, wenn man setzt 
ü+iV ^P{cos Sl + isin Sl\ 



mithin 

es ist dann 



ar ar ar 

dr dr ^ ^ dr 

und in Folge dieser Beziehungen gestalten sich die vorhergehenden 
Gleichungen wie folgt 

dP ^ ^ ^ dlP dCrcosd) 

«, Pcos ü oder -^— ^ -^ -i 

dr dr dr 

d^ . ^ dSl d(rsind) 

dr " dr dr 

Hieraus ergeben sich die Werthe 

P = e^<Jo*ö+aj Sl^rsind + 6, 
wo a und h Constanten bedeuten. Diese bestimmen sich durch 
die Specialisirung r «= und das Endresultat besteht aus folgenden 
zwei Gleichungen 

ercosB cos (r sind) = 1 + — ^ + ^^ + ^^ ^ + •••, 

^.n.a . / . m rsind . r'^ sin 20 , r^sinSd , 
er^'^smirsinO) — + ^^ + ^^3 + ••• 
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Multiplicirt man die zweite Gleichung mit i und addirt sie 
zur ersten, so findet man, dass die Gleichung 

^ 1 ^ 1.2^1.2.3 ^ 
füs jedes complexe giltig ist. 

Beispiel 3. Es soll die Eeihe 

^ + T^+ 1.2 '^ 1.2.3 '^"' 

für = r (cos d + isin 0) summirt werden. 

Bezeichnet man die Binomialcoefficienten auf die gewöhnliche 
kurze Weise, so handelt es sich um die Summirung der beiden 
Reihen 

1 + {ii\rcosd + {ii\r^cos2d + ((i)sr^cos 30 + • • •, 
((i\rsin + (^^%r^sin 20 + {fi^r^sin 30 H , 

welche bei ganzen positiven fi für jedes r, ausserdem aber nur 
für r* < 1 convergiren und deren Summen in jedem Falle ü und 
V heissen mögen. Man bemerke nun, dass folgende Gleichungen 
stattfinden 

-— (1 + rcosd) — -j-r sin = ft {ücos — Vsin 0), 

— — ( 1 + rcosd) + -r— r sin = a (Vcos + Usin 0); 
dr^ ^ dr ^ ^ 

eliminirt man hieraus das eine Mal -r-? das andere Mal — — ? so 

dr dr 

gelangt man zu den weiteren Relationen 

(1 + 2rcö50 + r^)^ == ^{ U{r + cosQ) - YsinQ], 

(1 + 2rco50 + r^)^^^[UsinQ + Y{r + cosd)\, 
dr 

du dV (L{r + mQ) , ,. 
^ dr^^ dr~ l+2rcosd + r^^^ ^^ ^' 

^ dr '^dr~l+2rcosÖ + r«*- ^ ''• 
Diese vereinfachen sich für 

?7+ iF= P{cos Sl + i sin Sl) 
und gehen über in 
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dP (i(r + cosd) P dSl (isind 

~dr "" 1+ 2rcosd + r^' 'dr "^ T+'2rcös¥+~?' 
wofiir geschrieben werden kann r . rsind M 

dlP^d[\(il(l + 2rcose + r^)] d^ _ ^ U" '''''' ^""{l + rcosd) \ 

dr dr dr dr 

Hieraus findet man P und ß, wobei die auftretenden Constanten 

mittelst der Specialisirung r « zu bestimmen sind; die Eesultate 

gestalten sich dann wie folgt: 

(1 + 2r cos + r*)^** cos ( u arctan—- ^ ) 

^ ^ V 1 + rcosu/ 

« 1 + (ii\rco8d + {(i\rho82e + ((i\r^cosSd + • • ., 

(1 + 2r cos + r*)i^ m ( a arc tan ~- 5 ) 

^ ^ \ 1 + rcosü/ 

^ (fi\rsind + (fi\r^sin 20 + (|ii)3r'5m 30 H , 

wobei r^ < 1 sein muss, falls (a keine ganze positive Zahl ist. 

Multiplicirt man die zweite Gleichung mit i und addirt sie 
zur ersten, so findet man, dass der allgemeine binomische Satz 
auch für solche complexe gilt, deren Modulus unter der Ein- 
heit liegt. 

§ 46. 
Beilien mit übersprungenen Termen. 

Aus der bekannten Summenformel 

1 + cosß + cos2ß + cosSß-] \-cos(m-'i)ß 

. . . sinCm — 1-)/3 . . o\ i 1 sinmß . . 

2k7t 
erhält man für ß — 7 wo k eine ganze positive Zahl bedeuten 

mö e m 

^ ^^' , 2k7t , 4:kn , ßkn , , (2w— 2)Ä7r 

1 + cos 1- cos 1- cos 1 h cos- — 

m m m m 

- sin2k7t kn 

= -|- — cos 

^ . kit m 
sm — 

'k . 

Wenn — keine ffanze Zahl ist, so verschwindet der Ausdruck 

^ k . 

rechter Hand, wenn dagegen m in ä; aufgeht, mithin — emer 

ganzen Zahl q gleich ist, so wird 
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sin2k7t sin2mq7t 



. Jen stnqn 

sin — 
m 

und durch Untersuchung des Bruches 

sin2moi} ^ 

— : rar (o ^^ q% 

Sin (o 

findet man als wahren Werth des fraglichen Quotienten 

2mcos2fng7t 2m 

cosQTt kn 

cos — 

m 

2% 
Nach Substitution dieses Werthes und wenn zur Abkürzung — = -d* 

m 

gesetzt wird, ergiebt sich folgender Satz: je nachdem Tz ein Viel- 
faches von m ausmacht oder nicht, ist 

1 + coshO^ + cos2'kQ' + cos^hQ' H h cosim — l)Ä:0==m oder = 0. 

Von der Summenformel 

sin j3 + sm 2 j3 + 5m 3 j3 + • • • + siw (m — 1) j3 

^ —{l — cosmß)cot-\-ß — —sinmß 

ausgehend, findet man leicht für alle ganzen Tz und m 

sinTz^ + sin2TzQ' + sin^Tc^ H \- sinim — l)Tzd' = 0. 

Setzt man zur Abkürzung 

2^ ... 27t ^ . . . ^ 

cos h '^sin — = cosd' + ismO^ = £, 

mm 

so erhält man mittelst des Vorigen den Satz: je nachdem Ä; ein 
Vielfaches von m ausmacht oder nicht, ist 

l + £*+€^*H + £("»-!)*« m oder «0; 

von diesem Satze lässt sich folgende Anwendung machen. 
Wenn eine Gleichung von der Form 

auch für complexe z gilt, so setze man darin nach einander 

Z^X^ £X, e^x^ E^X .,, B^'^^X 

und addire alle entstehenden Gleichungen; dies giebt 
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f(x) + f{Bx) + fit'x) + . . . + fif^-^x) 

wo k die Werthe 1, 2, 3... erhält. Hier verschwinden mm alle 
Terme, in denen h kein Vielfaches von m ist, und daher bleibt 

Für die linke Seite bemerke man, dass e, «*, «',... e*""^ mid £"*= 1 
die m Wurzeln der Gleichung ri^l sind; bezeichnet man sie mit 
6|, £2) •-• ^m ^uid schreibt nachträglich z statt o*, so hat man die 
Gleichung 

in 

« Co + CmZ-^ + C2me^"' + C,m^-^ + • ' ', 

wobei die rechte Seite durch Auslassung von je m — 1 Tennen 
der ursprünglichen Reihe gebildet ist. 

1. Als erstes Beispiel diene die Gleichung 



Z 



--T-+i-^ + -J-^'+-r^'+---, modz<l, 



worin Cn « — : — ist. Für m « 3 wird 
« + 1 

* l fi^e? e^e s^z ) 

und nach völliger Ausrechnung ergiebt sich die Formel 

welche man durch Differentiation leicht verificiren kann. 

2. Nimmt man wieder m — 3 und als Ausgangspunkt die Eeihe 



'^-^ + 7 + 172 + 17273 + 



SO erhält man 



3) ^ I e'+^e-^'cos 0^ ^ \ 

z^ z^ z^ 

"""^1.2. 3 "^1.2.. .6"^ 1.2. ..9"^ 
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Die Gleichung 

z 1^1.2^ 1.2.3 ^ 

fuhrt nach derselben Methode zu dem Resultate 

^i-+ ^^ + ^^ + ^" +.... 
1 ^1.2. ..4 1.2. ..7^1. 2. ..10^ ' 

endlich erhält man aus 

? 172 "^ 1.2.3 "^ 1.2.3.4 "*""* 

die Formel 

5) -fe-- -f e-i^[cos(i^.) +1/3 . m(^^)] 

1.2 ^ 1.2. ..5^1. 2 ..8 ^ 1.2... 11 ^ 
Lässt man in den Gleichungen 3, 4, ö, — z an die Stelle 
von z treten, so kann man noch die Combination bilden 

6) ie-^+iei'{cos(^.)+V^.m(^.)} 

« 1 4- -?- _L _?!_ ^ ^ ^ ^^ 



1 1.2 1.2.3 1.2.. .4 1.2... 6 



«7 



+ T-7i -.^-^^ ^ + 



1.2... 6 • 1.2,.. 7 ' 1.2... 8 ' 

wobei rechter Hand immer drei positive und drei negative Glieder 
aufeinander folgen. 

Die Reihensummen in 3, 4 und 5 besitzen übrigens ähnliche 
Eigenschaften wie cosz und sinz\ werden nämlich jene Summen 
kurz mit 9i(^), 9^2(^)7 9^8 W bezeichnet, so gelten folgende Re- 
lationen 3 / \ j2 / \ 

"^^^'^^—dz J^' 

^«(') dz d?-' 

^«^'^ dz dz' ' 
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9>i (^ + y) - Vi (pc) 9i (y) + 9i (^) g>8 {y) + 93 (^) 9>2 (y)i 

9>2 (^ + y)^ 92 (^) 9i (y) + 9>3 (^) 9>i (.V) + 9>i (a^) <?>3 (^X 
9>8 (^ + y) -=• 9>3 W 9>s (y) + n W 9>2 (y) + 92 W 9>i (^), 
aus denen sich leicht zahlreiche weitere Formeln ableiten lassen. 
3. Geht man für w»=« 3 von den folgenden drei Gleichungen aus: 

(1 + zy - 1 + {(,\z + ((.\z' + w^r» + (fi)y + ..., 

welche bei ganzen positiven (i ohne Einschränkung und bei anderen 
(i unter der gemeinschaftlichen Bedingung mod0<,l gelten, und 
setzt man ferner zur Abkürzung 



1/3 







Vi — z + z^ « JR, arc tan — — — = 0, 

so gelangt man zu den folgenden drei Formeln: 

7) -l-[(l + zy'+2B"coS(i&] 

- Wo + «3^' + W6^' + ii^)y+ - •, 

8) i-[{l + zy -R^'{cos(ie-y3.sin(ie)} 

- «1^ + W^^' + Mi^' + Wio^^' + • • •, 

9) -^{(l + zy-R^^^costie+Ys .sin(ie)} 

« (^),^2 + (^),^^ + ^3^« + (^X,^l^ + . . ., 

in denen für |u und z dieselben Bedingungen gelten, an welche 
der allgemeine binomische Satz geknüpft ist. 

Bezeichnet man die gefundenen drei Beihensnmmen kurz mit 

SO gelten folgende Belationen: 



H + 1 dz 

1 d%(l!, ft + 1) 



z 
Lässt man — an die Stelle von z treten und geht zur Grenze für 

unendlich wachsende (i über, so kommt man auf die in Nr. 2 
entwickelten Formeln zurück. 
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